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Аннотация. Внимание читателя акцентируется на решении такой научно-методической пробле-
мы, как качество представления учебных материалов по теме «Выпуклые функции» в журнальных ста-
тьях. Подробно анализируется содержание четырех ранее опубликованных работ разных авторов, по-
священных конкретным аспектам изучения данной темы со студентами и школьниками. Эти аспекты 
восходят к вопросам работы с определениями понятия выпуклой функции, исследованию функций и их 
графиков на выпуклость/вогнутость элементарными средствами без обращения к методам дифферен-
циального исчисления, а также применению свойств выпуклых функций при решении уравнений.  

Упоминаемые работы анализируются именно с позиций качества подачи читателю методиче-
ских материалов, в частности обсуждается корректность и целесообразность использования в образо-
вательной практике выдвигаемых авторами положений, указывается на допускаемые ими математиче-
ские и фактические ошибки, методические заблуждения и издержки, отмечается небрежность оформ-
ления текстов. Выносимая на суд читателя статья отстаивает принципы фундаментальности  
и преемственности в организации содержания обучения основам математического анализа в высшей  
и средней школах. 

 

Ключевые слова: выпуклая функция, вогнутая функция, выпуклость по Иенсену, корректность 
метода, работа с определением понятия, уравнение. 

 
0. Введение. В настоящей статье внимание читателя будет акцентировано на содержа-

нии четырех статей с методическими материалами, опубликованных в различных журналах в 
разные годы и посвященных вопросам обучения выпуклым функциям студентов и школьни-
ков. Мы намерены охарактеризовать корректность или целесообразность рассуждений авто-
ров в некоторых фрагментах упоминаемых работ с точки зрения пользы для читателя и воз-
можности применения представляемых положений в практике обучения математике, то есть 
остановиться на качестве данных материалов.  

При достижении своих целей условимся следовать, во-первых, общедидактическому 
принципу преподавания – принципу фундаментальности, обеспечивающему высокий науч-
ный уровень, системность и глубину содержания математического образования. Кроме того, 
при конструировании содержания обучения выпуклым функциям будем соблюдать принцип 
преемственности, который учитывает традиции, присущие ведущим российским вузам и об-
щеобразовательным школам в обучении математике, и использует положительный опыт, 
накопленный на сегодня в отечественном и зарубежном математическом образовании.  

С позиций отмеченных принципов сначала напомним читателю принятые в математи-
ческих курсах классические определения понятия выпуклой функции и воспроизведем неко-
торые важные свойства таких функций. 

Определение А. Функция →lf : R называется выпуклой на промежутке l числовой 

прямой Ox, если для любых чисел a и b из l и любого ]1;0[∈λ  выполняется неравенство 

( ) )()1()()1( bfafbaf λλλλ −+≤−+ .    (0.1) 

Если вместо (1) для любых различных чисел a и b из l и любого ( )1;0∈λ  выполняется 

неравенство  
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( ) )()1()()1( bfafbaf λλλλ −+<−+ ,    (0.2) 

то функция f называется строго выпуклой на рассматриваемом промежутке l. 
Очевидно, строго выпуклая функция является выпуклой. 
Аналогично определяются вогнутая и строго вогнутая функции – для этого в неравен-

ствах (0.1)–(0.2) следует использовать знаки ≥  и > соответственно. 
График выпуклой функции называют выпуклым, или выпуклой кривой. Аналогичный 

перенос терминологии реализуется в отношении графиков вогнутой функции, строго выпук-
лой, строго вогнутой функций. 

С геометрической точки зрения свойство выпуклости (строгой выпуклости) функции f 

на промежутке l означает следующее: для любого отрезка [ ] lba ⊂;  внутренние точки гра-

фика сужения 
[ ]baf ;

 данной функции на этот отрезок лежат не выше (ниже) соответствующих 

точек хорды, стягивающей концы графика A ( ))(; afa , B ( ))(; bfb  (см. рис. 1–2). Отмечаемое 

следует из оценок  
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поскольку уравнение ( ) ( )bf
ab
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−
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=  задает прямую, проходящую через точ-

ки A ( ))(; afa  и B ( ))(; bfb . 

 

 
Рис. 1 

 

 
Рис. 2 
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Если же f – вогнутая (строго вогнутая) на промежутке l функция, то для любого отрезка [ ] lba ⊂;  

внутренние точки графика сужения 
[ ]baf ;

 будут находиться не ниже (выше) точек хорды, стягиваю-

щей концы этого графика A ( ))(; afa , B ( ))(; bfb  (см. рис. 3–4).  

 

 
Рис. 3 

 

 
Рис. 4 

 
Рассмотрим ряд примеров. 

На всей числовой прямой функция ( ) xxf =1  – выпуклая, а функция 
2

2 )( xxf =  – 

строго выпуклая. 

На промежутке ( ];0−∞  функция ( ) 3
3 xxf =  – строго вогнутая, а на промежутке 

[ )0;+∞  она будет строго выпуклой. 
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Обратим внимание читателя на то, что в приведенных примерах функции ( )xf1 , 

( )xf2 , ( )xf3  на соответствующих промежутках их выпуклости или вогнутости являются 

непрерывными, чего нельзя сказать о функции xsign  и функции ( )xf4 .  

Подчеркнем, приведенное выше определение понятия выпуклой функции использует-
ся, например, в таких авторитетных монографиях, как [10], [15], [16], [21], [22], а также много-
численных статьях по тематике выпуклости (см., напр., [12–14], [19–20], [23], [25]). 

Замечание 1. Нередко (см., скажем, [6]) выпуклую функцию называют выпуклой вниз,  
а вогнутую – выпуклой вверх. 

Из определения А следует, что если f – выпуклая на промежутке l функция, то для лю-
бых чисел a и b из l справедливо, в частности, неравенство 

2

)()(

2

bfafba
f

+
≤





 +

,      (0.3) 

которое при ba ≠  будет строгим, если f – строго выпуклая на l функция. 
 Из монографии [15] можно узнать, что датский математик Иенсен (J.L.W.V. Jensen) в 

своей работе [18] от 1906 г. понятие выпуклой функции ввел именно через посредство соот-
ношения (0.3). В этой связи сформулируем  

Определение Б. Функцию )(xf  назовем выпуклой по Иенсену на промежутке l, если 

для любых чисел a и b из l выполняется неравенство (0.3). 
Вогнутая по Иенсену на рассматриваемом промежутке функция будет характеризовать-

ся сменой знака неравенства в (0.3) на знак ≥ . 
 Геометрически выпуклость (строгая выпуклость) по Иенсену функции f на проме-

жутке l означает следующее: для любого отрезка [ ] lba ⊂;  точка ;
2 2

a b a b
C f
 + +  

  
  

 

графика данной функции лежит не выше (ниже) середины отрезка, соединяющего точки 

A ( ))(; afa , B ( ))(; bfb  этого графика.  

Аналогично характеризуется вогнутость (строгая вогнутость) по Иенсену функции f на 

промежутке l: точка ;
2 2

a b a b
C f
 + +  

  
  

 будет лежать не ниже (выше) середины отрезка, 

соединяющего точки A ( ))(; afa , B ( ))(; bfb  графика функции.  

Очевидно, требование выполнения неравенства (0.3) более слабое, чем требование выпол-
нения неравенства (0.1). Иными словами, выпуклая функция является выпуклой и по Иенсену.  

Можно также заключить, что понятие выпуклости функции по Иенсену является более 
общим понятием, нежели понятие выпуклости в смысле определения 1. 

Замечание 2. Из статьи «Выпуклая функция» Математической Энциклопедии [8, столбец 
793] читатель может извлечь для себя такую информацию: существуют разрывные выпуклые 
по Иенсену функции, неограниченные на каждом внутреннем интервале из интервала вы-
пуклости, т. е. такие функции могут быть «очень нерегулярными».  

Известно, что если функция f непрерывна на промежутке l числовой прямой и является 
выпуклой по Иенсену на этом промежутке, то она выпукла на l и в смысле определения 1.  
С доказательством данного факта читатель может познакомиться, обратившись, например, к 
недавней статье [5]. Таким образом, для непрерывных функций определения А и Б являются 
эквивалентными. Настроим читателя помнить о данном факте при осмыслении текста, сле-
дующего ниже. 

Перейдем к характеризации методических материалов, посвященных выпуклым функ-
циям и представленных в соответствующих публикациях. 

1. К вопросу об исследовании элементарных функций на выпуклость без обраще-
ния к производным. В работе [1] предпринимается попытка описания процедуры исследова-
ния функций на монотонность и выпуклость без использования средств дифференциального 
исчисления. Аспект, связанный с монотонностью, мы здесь опустим; остановимся только на 
выпуклости, следуя теме настоящей статьи.  
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Автор цитируемой статьи предлагает читателю к рассмотрению следующий алгоритм 
исследования функций на выпуклость, опираясь на определение 2 выпуклости функции по 
Иенсену.  

Составляется величина  

( ) ( ) ( )
22

, 2121
21

xfxfxx
fxx

+
−






 +
=∆ , 

которую нужно попытаться представить в виде 

( ) ( ) ( )212121 ,,, xxAxxBxx ⋅=∆ , 

где А и В – такие множители, что при 21 xx =  множитель В обращается в нуль, а А – нет, при 

этом при 21 xx ≠  для В должно выполняться неравенство ( ) 0, 21 >xxB . В приведенных 

условиях от знака А будет зависеть знак величины ∆ , и по этому знаку можно тогда судить о 
выпуклости или вогнутости в строгом смысле исследуемой функции f. 

 Поиск промежутков строгой выпуклости или строгой вогнутости функции предлага-
ется осуществлять следующим образом. Автором вводится в рассмотрение величина 

( ) ( )xxAx ,=ϕ , называемая функцией обобщения, при этом констатируется, что «решение 

неравенства ( ) 0>xϕ  определяет промежутки выпуклости вверх графика функции» f, а «ре-

шение неравенства ( ) 0<xϕ  определяет промежутки выпуклости вниз графика функции». 

Нули функции ϕ  автор почему-то называет точками перегиба. 

Описанный алгоритм исследования функции на выпуклость в статье [1] называется 
звучно «методом обобщения». Подчеркнем, что никакого строгого обоснования справедливо-
сти такого «метода» в статье не приводится, что, естественно, не является допустимым.  

«Работу» метода обобщения автор иллюстрирует исследованием на строгую выпук-

лость или вогнутость таких основных элементарных функций, как 
2x , 

3x , 
1−x , 

xa , xsin  [1, 
c. 6–7]. Анализ представленных в статье рассуждений позволяет заключить, что все перечис-
ленные функции на строгую выпуклость по Иенсену исследуются по определению совершен-

но просто, – прибегать к искусственному выделению множителей типа ( )21, xxA  и 

( )21, xxB  совсем не требуется. Покажем это. 

Возьмем, к примеру, функцию 
3xy = . Для нее величина  

( ) ( ) ( )
22

, 2121
21

xyxyxx
yxx

+
−






 +
=∆  

имеет вид  

( ) ( ) ( )





 +−⋅−=∆ 21

2

1221
8

3
, xxxxxx .          (1.1) 

Из (1.1) следует, что если значения 1x  и 2x  принадлежат интервалу ( )+∞;0 , то вели-

чина ( )21, xx∆  – отрицательная, т. е. на этом интервале функция 
3xy =  будет строго вы-

пуклой. Если же данные значения принадлежат интервалу ( )0;∞− , то на нем ( ) 0, 21 >∆ xx , 

и, следовательно, функция 
3xy =  на этом промежутке будет строго вогнутой.  

Подчеркнем, для сформулированного вывода в отношении рассмотренной функции не 

нужно выделять описанные выше множители ( )21, xxA  и ( )21, xxB , а также искусственно 

вводить «функцию обобщения» ( )xϕ .  

Для остальных функций рассуждения точно такие же. 
Заметим, автор для иллюстрации своего метода не рассматривает степенных функций с 

большим показателем, например, функций типа 
2021xy = . В этом случае расщепление вели-
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чины ( )21, xx∆  на подходящие сомножители технически реализовать крайне затруднитель-

но (читатель может убедиться в этом). Не удастся ввести и функцию ( )xϕ . 

В заключение данного раздела приведем доказательство строгой вогнутости основной 

элементарной функции xy ln= , почему-то не рассмотренной автором обсуждаемой статьи. 

Для любых 01 >x , 02 >x , 21 xx ≠  имеем:  

0
2

ln
2

lnln

2
ln

21

212121 >
+

=
+

−
+

xx

xxxxxx
. 

Следовательно, функция xy ln=  является строго вогнутой на интервале ( )+∞;0 .  

Как видим, реализованное доказательство строгой вогнутости функции xy ln=  по 

определению является чрезвычайно простым. 
2. О работе с определениями понятия выпуклой функции. В данном разделе статьи 

остановимся на работе [3], авторы которой, опираясь на учебники по математическому ана-
лизу для студентов инженерно-технических и физико-математических специальностей, вос-
производят для обсуждения с читателем следующие три определения понятия строгой вы-
пуклости вверх (т. е. строгой вогнутости) графика функции.  

«Определение 1. График функции ( )xfy =  называется выпуклым вверх (вогнутым 

вниз) в данном промежутке, если он целиком расположен ниже (выше) касательной в его 
произвольной точке». 

«Определение 2. График функции ( )xfy =  называется выпуклым вверх (вогнутым 

вниз) в данном промежутке, если каждая хорда кроме ее концов) лежит ниже (выше) соответ-
ствующей части графика этой функции». 

«Определение 3. График функции ( )xfy = , определенной на интервале ( )ba, , 

называется выпуклым вверх в данном интервале, если для любых точек ( )baxx ,, 21 ∈  и лю-

бого числа ( )1,0∈t  имеет место неравенство 

( )( ) ( ) ( ) ( )2121 11 xftxtfxttxf −+>−+ ,    (1) 

в частности, если имеет место неравенство  

( ) ( )
22

2121 xfxfxx
f

+
>






 +
.         (2) 

Вогнутость вниз определяется аналогично, но при этом изменяется знак неравенства 
на противоположный». 

Все три определения мы приводим в редакции авторов статьи [3, c. 30], которые опре-
деления 1 и 2 относят к так называемому первому подходу введения определения понятия 
выпуклости или вогнутости графика функции, а определение 3 – ко второму подходу. 

Вдумчивое осмысление приведенных определений сразу обнаруживает следующие из-
держки.  

Подчеркнем, определение 1 может применяться только к дифференцируемым функци-
ям. Данное ограничение сужает класс рассматриваемых функций. Кроме того, оно в самом 
конце должно содержать оговорку: «кроме точки касания», поскольку точка касания каса-
тельной к графику функции принадлежит и графику, и касательной. 

Логично отметить, что определение 2 есть геометрическая характеризация строго во-
гнутой функции (см. Введение), а определение 1 есть ни что иное, как свойство гладкой стро-
го вогнутой функции. 

В формулировании определения 3 необходимо дополнительное условие на точки 

( )baxx ,, 21 ∈  – они должны быть различными, т. е. 21 xx ≠ , иначе неравенство (1) обра-

тится в равенство. В этом аналитическом определении авторы используют сразу два неравен-
ства – (1) и (2).  

В данном месте позволим себе не согласиться с их высказыванием о том, что «многие 
авторы учебников для физико-математических специальностей определяют» понятия  
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выпуклости графика функции вверх (вниз) «только с аналитической точки зрения (опреде-
ление 3)», т. е. по определению, цитируемому выше. Конечно же, это не так. В упоминаемых 
учебниках понятия строгой выпуклости вверх функции (с использованием в определении не-
равенства (1)) и строгой выпуклости вверх функции по Иенсену (с использованием в опреде-
лении неравенства (2)), как правило, четко разводятся.  

При чтении статьи [3] создается впечатление, что ее авторы не понимают сути вводи-
мого ими определения 3. Такой вывод подтверждает следующий фрагмент на с. 32 (второй 
абзац) цитируемой работы: «Функция, удовлетворяющая неравенству (2), удовлетворяет и 
неравенству (1), но класс функций, удовлетворяющих неравенству (1), шире». Нет! Это не так, 
авторы допускают грубейшую ошибку: во Введении мы отмечали, что шире класс выпуклых 
(вогнутых) по Иенсену функций.  

Остановимся сейчас на теореме 1, которая обсуждается в статье [3, с. 32]. Она авторами 
формулируется так. 

«Теорема 1. Если функция ( )xfy =  непрерывна на интервале ( )ba, , то определения 

2 и 3 выпуклости графика функции ( )xfy =  эквивалентны». 

Анализ приводимого в статье доказательства этой теоремы позволяет сказать, что в его 
реализации при характеризации выпуклости графика функции f по определению 3 авторы 
пользуются неравенством (1), т. е. они рассматривают строго выпуклую по определению  
А функцию. 

Обратим внимание читателя на то, что с учетом только что сделанного замечания усло-
вие непрерывности в формулировке теоремы 1 можно опустить, т. е. оно является совершено 
лишним. 

Действительно, очевидно, что если функция f на интервале ( )ba,  является строго вы-

пуклой в смысле определения А, то она будет такой и в смысле определения 2. Это следует из 
геометрической характеризации строгой выпуклости функции на интервале (см. Введение). 

Покажем, что справедливо и обратное. Пусть f – выпуклая функция в смысле определе-

ния 2. Установим, что для произвольных различных точек ( )baxx ,, 21 ∈  и произвольного 

( )1;0∈t  тогда будет выполняться неравенство 

( ) )()1()()1( 2121 xftxtfxttxf −+<−+ .   (2.1) 

Для этого положим ( ) 21 1 xttxx −+= . В силу условия ( )1;0∈t  точка x принадлежит 

отрезку L с концами в точках 1x  и 2x  и для нее будет иметь место неравенство 

( ) )()( 2

12

1
1

12

2 xf
xx

xx
xf

xx

xx
xf

−
−

+
−
−

< ,    (2.2) 

ибо уравнение 

)()( 2

12

1
1

12

2 xf
xx

xx
xf

xx

xx
y

−
−

+
−
−

= , Lx∈ , 

порождаемое правой частью (2.2), есть уравнение хорды, соединяющей точки ( )( )111 ; xfxA  

и ( )( )222 ; xfxA  графика функции f. 

Так как 
12

2

xx

xx
t

−
−

= , 
12

11
xx

xx
t

−
−

=− , то из (2.2) следует (2.1). Нужное показано. 

Предложенное доказательство теоремы 1 при более слабых ограничениях существенно 
короче, нежели ее обоснование в [3].  

В конце статьи авторы помещают такой абзац [3, с. 34]: «Итак, предложенная методика 
изложения материала по теме выпуклости и вогнутости графика функции на промежутке, как 
показывает многолетний опыт работы, дает высокие результаты в качестве освоения данной 
темы, что означает ценность и полезность данной работы». 

Возможно, авторам в своей педагогической деятельности действительно удается хоро-
шо научить студентов основам математического анализа, только вот представленная в статье 
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методика подачи материала о выпуклых функциях страдает изъянами, в частности матема-
тическими ошибками. 

3. Еще о работе с определениями понятия выпуклой функции. Выше рассмотренная 
нами статья [3] о подходах к определению понятия выпуклости графика функции восходит к 
2010 году. На нее ссылается автор «родственной» работы [11], вышедшей из печати совсем 
недавно. В свежей работе, в частности, (с нарушением норм цитирования) воспроизводится 
рассмотренное нами определение 3 из [3], на которое автор смотрит как на компромиссное 
решение вопроса «несогласованности в трактовке понятия выпуклости» в учебной литерату-
ре, как на попытку «совместить классический подход к определению выпуклости функции с 
общепринятой в большинстве учебников и сборников задач по математике для технических 
вузов терминологией» [11, с. 52]. Здесь же указывается, что эта попытка допускает «некор-

ректность», заключающуюся «в том, что неравенство 
( ) ( )

22

2121 xfxfxx
f

+
>






 +
 по 

Йенсену определяет строго вогнутую функцию», в то время, как у авторов статьи [3] «данное 
неравенство имеет место для точек графика функции, выпуклой вверх» [11, с. 52]. 

Прямо скажем, усмотрена странная некорректность, при этом никаких издержек по су-
ществу в формулировании определения 3 и его осмыслении в [3] автором новой статьи не 
обнаруживается. 

В части характеризации в [11] многообразия подходов к введению определения поня-
тия выпуклой функции (именно это отражает название статьи) никакой новизны нет: авто-
ром просто воспроизводятся известные определения из известных учебных пособий и моно-
графии [10], к тому же, не всегда корректно. Последнее, например, можно проиллюстрировать 
(см. два абзаца снизу на с. 49 статьи [11]) определением Г. М. Фихтенгольца. Во-первых,  
Г. М. Фихтенгольц, формулируя свое определение [9, с. 294–295], вовсе не опирается на поня-

тие выпуклого множества, а во-вторых, он использует не условие 21 xx < , а то, что точки 

21, xx  – просто различные. 

В данном месте заострим внимание читателя на следующем абзаце работы [11, с. 49]. 
«Выпуклые функции как объект исследования впервые появились в работах И. Йенсена. 

Вводя понятие “выпуклая функция”, И. Йенсен опирался на понятие “выпуклое множество”.  

А именно: функция действительного переменного f(x) , определенная на некотором интер-

вале ( )ba; , называется выпуклой на этом интервале, если для любых ( )ba;x,x
2
∈

1
, 

b<x<x<a
21

 выполняется условие 
( ) ( )

22

2121 xfxfxx
f

+
>






 +
». 

Обсудим данный фрагмент. В его первом предложении присутствует важнейшее клю-
чевое слово – «впервые». А так ли это?  

Во Введении отмечалось, что определение понятия выпуклой функции Иенсен ввел в 
работе [18] от 1906 г. (см. определение Б), при этом в определении Иенсена, заметим, никакой 

опоры на понятие выпуклого множества нет. Да и ограничение 21 xx < , используемое авто-

ром, является искусственным, ибо точки 21, xx  – совершенно равноправные. 

Доподлинно известно, что Эрмит свои знаменитые неравенства (их сейчас называют 
неравенствами Эрмита–Адамара) для выпуклых функций сформулировал в 1883 г. в следую-
щем виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

b

a

f a f ba b
b a f f x dx b a

++ − < < − 
  ∫ .   (3.1) 

На самом деле функция f в (3.1) – строго выпуклая. Видимо, данный результат был по-
лучен Эрмитом еще раньше – в 1881 г., который с этим результатом отправлял письмо в жур-
нал элементарной математики Mathesis 22 ноября 1881 года (упоминаемый факт отмечается 
в монографии [15], которая для читателя доступна на сайте). 

Далее. В 1889 г. немецкий математик О. Гельдер (в возрасте 30 лет) доказал знаменитое 
неравенство для выпуклых функций [17] 
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где 
n
λλ ,...,

1
 – положительные числа, удовлетворяющие условию 1

1

=∑
=

n

k
k
λ , а l – промежу-

ток, на котором функция f выпукла. Равенство в (3.2) достигается только тогда, когда либо 

функция f – линейная, либо nxx == ...1 . 

 Неравенство (3.2), как мы видим, в современной терминологии есть знаменитое не-
равенство Иенсена. Почему его так именуют? Видимо, причина в следующем: Иенсен в 1906 г. 
установил интегральный аналог неравенства (3.2) – неравенство  

( )∫∫ ≤








DD

dttxftdttxtf )()()()( λλ ,    (3.3) 

где −)(xf  выпуклая на множестве С функция, CDx ∈)( , 0)( ≥tλ  при ,Dt∈  

∫ =
D

dtt 1)(λ . Равенство в (3.3) достигается только тогда, когда либо consttx =)(  на про-

межутке D , либо −)(xf  линейная на )(Dx  функция. 

В 1898 г. вышло учебное пособие Штольца [24], в котором имеет место упоминание о 
выпуклых функциях. Об этом можно узнать из статьи [7, c. 129]. 

Таким образом, статья [11] содержит фактическую ошибку, которая может вводить в 
заблуждение и знакомящихся с тематикой выпуклых функций, и начинающих преподавате-
лей математики.

 

4. О применении свойств выпуклых функций при решении уравнений. Остановимся 
сейчас на работе [2], посвященной использованию свойств выпуклых функций при решении 
уравнений. Сразу отметим, что текст данной работы оформлен автором крайне небрежно, в 
нем читатель обнаружит и опечатки, и пунктуационные ошибки, и погрешности стиля.  
К примеру, уже во второй строке статьи неправильно выписывается уравнение, о котором 
должна пойти речь ниже в статье; во втором ее абзаце из четырех строк пропущены три запя-
тые; в списке литературы первый источник указывается с искаженным названием (вместо 
слова «целях» следует писать «условиях»). 

Ниже внимание читателя мы акцентируем на принципиальных издержках статьи [2] – 
на допускаемых автором математических ошибках.  

Условимся не следовать специфической терминологии автора характеризуемой работы, 
который вогнутую (выпуклую вверх) функцию называет выпуклой, а выпуклую (выпуклую 
вниз) – вогнутой. Чтобы не запутать читателя, мы будем использовать терминологию Введе-
ния нашей работы. 

Первый момент. На странице 94 статьи [2] приводятся рассуждения, сводящиеся к тому, 

что строго выпуклая на отрезке [ ]ba;  функция является на нем и строго выпуклой по Иенсе-

ну. Автор в конце отмеченной страницы говорит, что справедливо и обратное утверждение. 
Но читатель уже знает по Введению, что, вообще говоря, декларируемое положение не 

выполняется, если упоминаемая функция не является непрерывной на отрезке [ ]ba; . 

Второй момент. Обсудим сейчас ту задачу, которую автор рассматривает на с. 95 своей 
статьи [2]. В ней предлагается к рассмотрению уравнение 

10101010 822
2

1

2

11
27 +=−++ xx ,    (4.1) 

при этом требуется найти его неотрицательные корни. 

Отрезок [ ]11;7− , являющийся областью определения уравнения (4.1), автор называ-

ет «решением системы» неравенств, описывающих неотрицательность подкоренных выра-
жений левой части данного уравнения. Отнесем это к случайной оговорке опытнейшего ме-
тодиста. 

При решении уравнения (4.1) используется следующая теорема из [4, с. 212]. 
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Теорема. Если в уравнении  

),()()()(
11
vqfupfvqfupf +=+     (4.2) 

функция f является непрерывной строго выпуклой или строго вогнутой на промежутке X 

функцией, а функции )(xuu = , )(xvv = , )(
11
xuu = , )(

11
xvv =  такие, что при всех x из 

области определения D неизвестного уравнения (4.2) их значения содержатся в X и выполня-
ется условие  

11
qvpuqvpu +=+ ,           (4.3) 

то уравнение (4.2) на множестве { })()();()(:
111
xvxuxvxuxDD ≤≤= I  равносильно 

уравнению 

)()(
1
xuxu =        (4.4) 

(вместо уравнения (4.4) можно брать уравнение 

)()( 1 xvxv = ).        (4.5) 

При решении уравнения (4.2) с помощью сформулированной теоремы величины u и v, 
удовлетворяющие условию (4.3), сначала в [2, с. 95] выбираются неправильно, но затем при 

отыскании уже области 1D  эта ошибка исправляется. Только вот дальше область 1D  нахо-

дится неправильно: автор указывает, что 1D  «есть множество» [ ]0;7− . На самом деле реше-

ния неравенства xx
2

1

2

11
7 −≤+  дают отрезок [ ]1;7 −− . В него попадает единственный 

корень 5−=x  уравнения 27 =+ x , соответствующего (4.4), или уравнения 8
22

11
=−
x

, 

соответствующего (4.5), каждое из которых на отрезке [ ]1;7 −−  равносильно исходному 

уравнению (4.2).  

Заметим, в [2, с. 95] составляется уравнение 8
22

11
=−
x

, хотя в формулировке воспро-

изведенной теоремы условие (4.5) не упоминается совсем. Это наверняка у читателя вызовет 
недоумение. 

Таким образом, в контексте требования рассматриваемой задачи вывод автора о том, 
что «найденный корень единственный искомый отрицательный корень исходного уравне-
ния», является поспешным. Им не изучается вопрос о том, имеет или нет уравнение корни на 

промежутке ( ]0;1− . Данный вопрос не является тривиальным.  

В статье [2] приводится лишь одна иллюстрационная задача, которая, как мы видим, 
является неудачной. В конце работы автор предлагает читателю шесть заданий для самосто-
ятельного решения, среди которых нет ни одной авторской. 

В заключение выразим надежду на то, что авторы представленных здесь работ [1–3], 
[11] отреагируют на сделанные по данным работам критические замечания и вступят в со-
держательную дискуссию. 

Позволим себе также высказать пожелание молодой читательской аудитории – школь-
никам, студентам, магистрантам, аспирантам, начинающим преподавателям математики: чи-
тайте методические материалы без спешки, вдумчиво, критично, чтобы при их использова-
нии не попасть впросак. Как показал анализ охарактеризованных выше материалов, могут 
ошибаться, допускать небрежность в своих текстах и авторы с высокими учеными степенями 
и званиями. 
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Abstract. The reader's attention is focused on solving such a scientific and methodological problem as 
the quality of presentation of educational materials on the topic "Convex functions" in journal articles. The con-
tent of four previously published works by different authors devoted to specific aspects of studying this topic 
with students and schoolchildren is analyzed in detail. These aspects go back to the issues of working with the 
definitions of the concept of a convex function, the study of functions and their graphs for convexity/concavity 
by elementary means without resorting to the methods of differential calculus, as well as the application of the 
properties of convex functions in solving equations.  

The mentioned works are analyzed precisely from the standpoint of the quality of the presentation of 
methodological materials to the reader, in particular, the correctness and expediency of using the provisions 
put forward by the authors in educational practice are discussed, the mathematical and factual errors, methodo-
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logical errors and costs are indicated, the carelessness of the text design is noted. The article, submitted to the 
reader, defends the principles of fundamentality and continuity in the organization of the content of teaching 
the basics of mathematical analysis in higher and secondary schools. 

 

Keywords: convex function, concave function, Jensen convexity, method correctness, working with the 
definition of the concept, equation. 
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