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ВВЕДЕНИЕ 
 

Электроприводом, в соответствии с ГОСТ Р 50369-92 «Электро-

приводы. Термины и определения», называется «электромеханиче-

ская система, состоящая в общем случае из взаимодействующих 

преобразователей электроэнергии, электромеханических и механи-

ческих преобразователей, управляющих и информационных 

устройств и устройств сопряжения с внешними электрическими, ме-

ханическими, управляющими и информационными системами, 

предназначенная для приведения в движение исполнительных орга-

нов рабочей машины и управления этим движением в целях осу-

ществления технологического процесса» [9]. 

Электропривод потребляет более половины вырабатываемой в 

стране электроэнергии. Электрическая часть привода содержит ряд 

накопителей и преобразователей энергии, объединенных электриче-

скими и магнитными связями. Механическая часть имеет «разветв-

ленную инерционную структуру с упругими механическими связями, 

зазорами в кинематической цепи» [33] и при наличии внешних и 

внутренних (параметрических) возмущений предопределяет возник-

новение механических колебаний. Эти колебания отрицательно вли-

яют на работу машин и механизмов, ухудшая управляемость привода 

в технологических процессах, увеличивают колебания скорости и по-

ложения, снижая точность регулирования, способствуют значитель-

ному возрастанию динамических нагрузок механических передач, а 

также весьма нежелательных резонансных явлений, что приводит к 

снижению надежности и ресурса работы привода. 

Учитывая все возрастающие требования к современным систе-

мам электропривода, связанные с развитием технологий, созданием 

технических систем с высоким уровнем автоматизации, улучшенны-

ми точностными и динамическими показателями, решение проблем 

снижения динамических нагрузок является актуальной задачей. 

Вопросам, связанным с динамикой электромеханических си-

стем, посвящены работы многих ведущих ученых: исследованию си-

стем электропривода с распределенными параметрами значительное 

внимание уделяется в работах А. В. Лехомского и Л. Н. Рассудова 

[21, 44]; влияние упругих связей на поведение ЭМС отражено в рабо-

тах Ю. А. Борцова, В. И. Ключева, А. Д. Поздеева [5, 14, 38], в кото-

рых, в частности, показано, что «основное влияние на динамику ока-

зывают первая и вторая резонансная частоты» [33], определимые 
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наибольшими массами и податливостями. Влияние механических 

связей исследовалось В. А. Зиновьевым [11]; исследованию вопросов, 

связанных с рассеянием энергии при колебаниях механических си-

стем, посвящены работы Д. П. Волкова, Я. Г. Пановко, Н. И. При-

смотрова [8, 25, 31]; оценка влияния параметрических возмущений на 

работу механических систем представлена в трудах В. И. Ключева, Н. 

И. Присмотрова и др. [14, 28, 29, 32]; решение задач синтеза парамет-

ров электромеханических систем с упругой механической связью 

рассматривалось В. И. Ключевым, Н. И. Присмотровым, Ю. А. Бор-

цовым, А. В. Ляхомским, Я. Г. Пановко и др. [5, 15, 16, 21, 24, 28]; 

ряд публикаций Ю. А. Борцова, А. В. Ляхомского, Н. И. Присмотро-

ва, В. И. Ключева [5, 21, 28, 31] посвящен исследованию методов оп-

тимизации параметров ЭМС с упругими связями. 

В связи с многообразием оптимизируемых показателей, их 

практической значимостью и противоречивостью требований к дина-

мическим свойствам систем и их законам управления, определение 

характера переходных процессов и оптимальных траекторий движе-

ния является сложной практической задачей. Несмотря на значитель-

ный объем публикаций, посвященный динамическим режимам ЭМС, 

а также учитывая актуальность рассматриваемой темы для науки и 

практики, ряд вопросов требует дальнейшего исследования.  

Монография посвящена анализу и развитию теоретических и 

прикладных вопросов, связанных с динамическими режимами элек-

тромеханических систем. Предложенный автором в монографии «ма-

териал подтверждает достоверность разработанных методов анализа 

колебательных нагрузок, а также выявления возможности увеличения 

демпфирующих способностей электропривода для их снижения» [33].  

В монографии использованы материалы теоретических и экспе-

риментальных исследований, выполненных при непосредственном уча-

стии автора на кафедре автоматизированного электропривода Москов-

ского энергетического института и кафедре электропривода и автома-

тизации промышленных установок Вятского государственного универ-

ситета, а также трудов ведущих отечественных и зарубежных ученых.  

В работе рассматривается круг вопросов теоретического и экс-

периментального исследования динамических режимов электромеха-

нических систем (ЭМС), электропривода. Даются методики расчета 

параметров элементов, составления и упрощения расчетных схем, ма-

тематического описания их движения и составления структурных 

схем механической части ЭМС. Обосновано представление электро-

usr11779
Записка
перен инициал
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привода обобщенной динамической механической характеристикой, 

которую при приемлемых для практики допущениях имеет большое 

количество замкнутых и разомкнутых систем электропривода пере-

менного и постоянного тока. Проводится анализ установившихся и 

переходных динамических режимов ЭМС с учетом упругих связей, 

зазоров в механическом оборудовании при воздействии на ЭМС 

«внешних и внутренних (параметрических) возмущений, связанных с 

непостоянством передаточного числа и радиуса приведения» [33] пе-

редаточных механизмов при неучете и учете электромеханических 

свойств электропривода. Рассмотрены прямые и косвенные методы 

оптимизации параметров ЭМС, обеспечивающих минимум колеба-

тельных нагрузок. Основные положения монографии поясняются 

примерами расчета и экспериментальными исследованиями динами-

ческих режимов ЭМС. 

Монография предназначена для специалистов и научных работ-

ников, занимающихся моделированием, проектированием и создани-

ем систем электропривода, может быть полезна магистрантам и аспи-

рантам направления «Электроэнергетика и электротехника». 
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1. СОСТАВ, КЛАССИФИКАЦИЯ,  

ОСНОВНЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ И ХАРАКТЕРИСТИКИ  

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

1.1. Состав электромеханической системы 

 

Привод (drive) представляет собой техническую систему, слу-

жащую для преобразования энергии от источника (ИЭ) в механиче-

скую на рабочем органе исполнительного механизма (ИМ), которая 

необходима для реализации различных технологических процессов в 

промышленности, транспорте, сельском хозяйстве, медицине, комму-

нальном хозяйстве, быту и других сферах деятельности человека. 

На рис. 1 внутри штриховой рамки приведены звенья привода, 

которые «могут присутствовать в том или ином его техническом во-

площении, а также энергетические (двойные стрелки) и информаци-

онные (тонкие стрелки) связи между этими элементами и окружаю-

щей средой. Вне штриховой рамки представлены элементы окружа-

ющей среды» [23], с которыми происходит обмен привода энергией и 

информацией. 
 

 

Рис. 1. Функциональная схема привода 
 

Энергетический канал привода осуществляет передачу энергии 

от ИЭ к ИМ при его работе по преодолению внешних сил и увеличе-

нию запаса кинетической энергии механической части привода, и ИМ 

ИЭ ПП Д ПМ ИМ

УУ

УС

УС

ДПП ДПД ДПМ ДТП

Окружающая среда

Привод

От ЗУ

Q , Pпотр Pпол Pтехн
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при пуске (сплошные стрелки), и от ИМ к ИЭ при движении под дей-

ствием внешних сил и уменьшении кинетической энергии при прину-

дительном торможении (штриховые стрелки). Энергетический канал 

привода включает в себя промежуточный преобразователь энергии 

(ПП), двигатель (Д), передаточный механизм (ПМ) и ИМ. 

Передаточный механизм непосредственно связан с ИМ, на рабо-

чем органе (РО) которого совершается полезная работа, и выполняет 

функции конструктивной связи с двигателем, а также элемента согла-

сующего характер движения (Д) с ИМ (линейное, вращательное) и их 

параметры (скорость, момент). 

Двигатель является основным «звеном привода, в котором по-

ступающая к нему энергия преобразуется в механическую» [23]. В 

качестве двигателей применяются электрические, гидравлические, 

пневматические, тепловые, вибрационные и другие типы двигателей. 

Поэтому, как правило, название двигателя, а, следовательно, и приво-

да, реализуемого на его основе, определяется видом потребляемой им 

энергии или носителем этой энергии. 

Промежуточный преобразователь обеспечивает преобразование 

и дозирование по величине и параметрам энергии, поступающей от 

ИЭ к Д. То есть под ПП понимают «совокупность устройств, переда-

ющих энергию от ИЭ к Д» [23]. 

«Источник энергии – носитель энергии, передаваемой данному 

типу привода» [23] (электрическая, гидравлическая или пневматиче-

ская сеть предприятия, жидкое или газообразное топливо, элементы 

питания, аккумуляторы и т. п.). 

Информационный канал, показанный на рис. 1 тонкими линиями, 

не участвует «непосредственно в передаче энергии от ИЭ к ИМ, одна-

ко отвечает за функционирование всех элементов энергетического ка-

нала» [23] (ПП, Д, ПМ) адекватно поставленным перед приводом це-

лям. Основным звеном информационного канала является устройство 

управления (УУ), которое вырабатывает управляющие воздействия на 

ПП, Д, ПМ на основе информации о заданных параметрах технологи-

ческого процесса от задающих устройств (ЗУ) и датчиков параметров 

промежуточного преобразователя (ДПП), двигателя (ДПД), переда-

точного механизма (ДПМ) и технологического процесса (ДТП). 

Представленное на рис. 1 разделение привода на элементы ПП, 

Д, ПМ проведено по функциональному, а не по конструктивному 

принципу. Во многих современных приводах данные элементы кон-

структивно объединены в различных сочетаниях. Например, в ме-
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хатронных модулях двигатель «может быть интегрирован с полупро-

водниковым преобразователем ПП и редуктором ПМ или только с 

редуктором (мотор-редуктор), а в пневмоприводах пневмоцилиндр Д 

часто конструктивно объединен с ПМ и ПП и даже включает в себя 

элементы системы управления» [23]. В современных электроприво-

дах ПП (силовой полупроводниковый преобразователь), как правило, 

конструктивно объединен с УУ. 

 

1.2. Критерии, определяющие тип привода.  

Анализ основных показателей систем привода 

 

Основными критериями, определяющими тип привода, являются: 

 тип доступного первичного источника энергии; 

 структура энергоснабжения объекта; 

 «наличная и доступная элементная база привода» [23]; 

 интегральные технико-экономические оценки различных ре-

шений. 

Рассмотрим основные показатели и характеристики различных 

типов привода. 

Массогабаритные характеристики привода «определяются глав-

ным образом показателями элементов энергетического канала» [23]. 

Во всех типах приводов могут присутствовать ПМ и УУ, выполненные 

на однотипных устройствах микроэлектроники. Поэтому решающим 

«при сопоставлении массогабаритных показателей являются парамет-

ры двигателей с учетом того, что данные показателей ПП (полупро-

водниковых или электромашинных в электроприводе), усилителей и 

распределителей» [23] в гидроприводе и пневмоприводе, систем охла-

ждения и редукторов в тепловом приводе «соизмеримы или пропор-

циональны соответствующим показателям двигателей» [23]. 

Удельные нагрузки на единицу площади для различных типов 

двигателей отражает табл. 1. 

На практике в качестве массогабаритных показателей привода 

используют относительные значения их массы и габаритов к номи-

нальной мощности. Поскольку номинальная мощность равна произ-

ведению номинальной силы на скорость ннн VFP   или номинального 

момента на угловую скорость ннн MP  , то данные показатели тем 

выше, при одной силе и моменте, чем выше номинальная скорость. 
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Таблица 1 

Тип двигателя 
Электро- 

двигатели 

Гидро- 

двигатели 

Пневмо- 

двигате-

ли 

Тепловые двига-

тели поршнево-

го типа 

Удельная нагрузка, Н/см2 0,3–3,0 1000–4000 30–70 10–30 

Номинальная скорость, с-1 150–300 100–240 100–240 300–600 

 
Данное обстоятельство выравнивает удельные показатели при-

водов различного типа двигателей вследствие разницы их угловых 
скоростей: у электродвигателей массовых серий 150–300 с-1, у тепло-
вых машин 300–600 с-1, у гидро- и пневмодвигателей 100–240 с-1.  

Современные полупроводниковые преобразователи (ПП) в элек-
троприводе «в пересчете на единицу передаваемой мощности в не-
сколько раз компактнее и легче» [23] в сравнении с электродвигате-
лем, который обладает тем лучшими массогабаритными показателями, 
чем выше его номинальная скорость вращения. Гидро- и пневмопри-
воды требуют наличия насосных и компрессорных установок, содер-
жащих электрический или тепловой привод. Тепловые приводы тре-
буют дополнительной массы охлаждения, и, кроме этого, им необхо-
дима, как правило, массивная и габаритная механическая передача. 

Энергетические показатели приводов оцениваются коэффициен-
том полезного действия (КПД), а для потребителей энергии перемен-
ного тока еще и коэффициентом мощности. 

Коэффициент полезного действия представляет собой отноше-
ние полезной активной мощности (Рпол) на рабочем органе ИМ к пол-
ной активной мощности, потребляемой от ИЭ (Рпотр). КПД привода 

 

пмдпп

потр

пол
п

Р

Р
  , 

 

где пп , д , пм  – КПД промежуточного преобразователя двига-

теля, преобразовательного механизма. 
КПД технологической установки  
 

имп

потр

техн
ту

Р

Р
  , 

 

где Ртехн – технологически необходимая мощность для выполне-

ния данного производственного процесса; им  – КПД исполнительно-

го механизма. 
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Коэффициент мощности 
S

P
k

потр

м   – отношение потребляемой 

от ИЭ активной мощности к полной мощности S. 

Если коэффициент полезного действия характеризует потери 

мощности в приводе, то коэффициент мощности – потери в ИЭ. Оба 

вида потерь обусловлены бесполезными затратами энергии как по-

требителем энергии, так и поставщиком. 

Гидро- и пневмоприводы, если источником энергии является 

гидро- и пневмосеть, при пренебрежении небольшими потерями 

энергии из-за нагрева и утечек энергоносителя имеют коэффициент 

полезного действия, близкий к единице. Однако при этом следует 

учитывать «потери в системе регулирования мощности, КПД привод-

ных двигателей насоса» [23] и компрессора, а также коэффициент 

мощности, если это двигатели переменного тока. 

Сравнение номинальных коэффициентов полезного действия 

приводов различных типов показывает, что наибольший коэффици-

ент полезного действия имеют гидро- и пневмоприводы, поскольку 

они обладают наименьшей материалоемкостью, а следовательно, и 

теплоемкостью, и работают с относительно небольшим перегревом. 

Наименьший коэффициент полезного действия характерен для тепло-

вых машин, имеющих высокую температуру двигателя и узлов, со-

пряженных с ним. 

Взаимодействие приводов с окружающей средой описывается 

двумя группами параметров. Первая группа называется эмиссией, ха-

рактеризует влияние привода на окружающую среду и включает в себя 

такие параметры, как тепло и массовыделение (рабочих жидкостей, 

продуктов сгорания, паров горючего), шум, вибрация, электромагнит-

ное излучение в эфир и питающая сеть. Вторая группа характеризует 

устойчивость привода во время работы к влиянию окружающей среды: 

температуры, влажности, давления, запыленности, вибрации, отклоне-

ния в параметрах источника энергии, электромагнитных полей. 

Эмиссия вызывается главным образом элементами энергетиче-

ского канала привода. Источники теплового излучения пропорцио-

нальны коэффициенту полезного действия. 

«Массовыделение, в первую очередь, характерно для тепловых 

приводов, в меньшей степени для гидроприводов (при низком каче-

стве изготовления и неисправностях)» [23]. 

Шум и вибрация в наибольшей степени генерируют виброма-

шины и тепловые машины, в меньшей – электрические машины, и 
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еще меньше – пневматические, а практически бесшумны – гидравли-

ческие приводы. Однако гидро- и пневмоприводы предусматривают 

наличие насосных и компрессорных установок, которые снижают 

благоприятные шумовые характеристики и требуют удаления этих 

установок из производственных помещений. 
«Наибольший вклад в загрязнение эфира и сети высокочастот-

ными помехами вносят устройства силовой электроники, входящие в 
состав регулируемого электропривода. Излучение в эфир производят 
высоковольтные разряды двигателей внутреннего сгорания» [23], а 
также коммутационные процессы коллекторных машин и машин по-
стоянного тока. 

«Для снижения влияния приводов на окружающую среду при-
меняются соответствующие средства шумо- и вибропоглощения, ка-
тализации продуктов сгорания, фильтрации и экранирования элек-
тромагнитных помех и т. п.» [23]. 

Устойчивость элементов энергетического канала привода к воз-
действию окружающей среды (за исключением электромагнитных 
помех) зависит от типа привода. Так, гидро- и пневмоприводы в силу 
своей герметичности весьма устойчивы к влажности и запыленности, 
в то же время «для гидропривода критична температура окружающей 
среды, влияющая на вязкость жидкости» [23]. 

Тепловые приводы работают с большим перегревом, поэтому 
малокритичны к температуре окружающей среды, однако требуют 
высококачественных топлив, масел и очистки воздуха, во избежание 
усиленного износа трущихся поверхностей. 

Для всех типов приводов устойчивость устройств управления к 
влиянию внешних факторов примерно одинакова, поскольку опреде-
ляется свойствами однотипных электронных компонентов.  

К техническим показателям приводов относятся: диапазон регу-
лирования скорости и силы (момента), стабилизация скорости и силы 
(момента) во времени при изменении параметров нагрузки или ис-
точников энергии, быстродействие, т. е. «скорость реакции рабочего 
органа на изменение управляющего воздействия или нагрузки» [23]. 

Рассмотрим лишь те показатели, которые определяются типом 
двигателя и которые не могут быть значительно изменены средства-
ми управления. Для большинства редукторных приводов «момент 
инерции определяется в основном моментом инерции двигателя» 
[33], поэтому наиболее быстродействующими являются гидравличе-
ские и пневматические приводы, тепловые приводы, наименее дина-
мичны электроприводы. 
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«Демпфирующие свойства приводов, характеризующие их спо-

собность ослаблять удары и колебания, достигаются в гидро- и пнев-

моприводах усложнением конструкции двигателей или введением 

специальных демпфирующих устройств, а в электроприводах – более 

простыми методами схемотехнического или программного построе-

ния устройств управления» [23]. 

Такие показатели, как форма механических характеристик, диа-

пазон и «плавность регулирования координат (момента, скорости, 

положения) и стабильность их поддержания при изменении парамет-

ров нагрузки и источника энергии и окружающей среды в регулируе-

мых приводах» [23], определяются в основном свойствами устройств 

управления и являются достижимыми в любом типе привода. 

К основным факторам, определяющим область применения раз-

личных типов привода, относятся «конструктивная совместимость 

привода с рабочей машиной, диапазон регулирования скорости и мо-

мента при вращательном движении» [23], скорости и силы при по-

ступательном движении, плавность, быстродействие, точность, мас-

согабаритные показатели, совместимость с условиями и требования-

ми окружающей среды и экономичность. Часто приводы различного 

типа способны выполнять возложенные на них функции, и тогда ре-

шающими могут быть экономические факторы. 

«В машинах большой и средней мощности с вращательным 

движением рабочего органа находит применение электрический при-

вод постоянного и переменного тока. К таким машинам относятся 

прокатные станы, шахтные подъемные машины, экскаваторы, мощ-

ные строительные и подъемные краны, электрический транспорт, ка-

натные дороги, конвейеры, вентиляторы, драги, главные приводы тя-

желых металлообрабатывающих станков» [23]. 

Электроприводы малой и средней мощности широко применя-

ются в станкостроении, машиностроении, сельском хозяйстве, строи-

тельной индустрии, в сфере коммунального хозяйства и быта. 

Электроприводы с шаговыми и пьезоэлектрическими двигате-

лями широко используются в специальных машинах и промышлен-

ных роботах, выполняющих высокоточные операции, к которым от-

носятся, например, монтаж микросхем на печатных платах, огранка 

алмазов и т. д. 

Гидропривод с объемным регулированием применяется в мощных 

рабочих машинах «с возвратно-поступательным и возвратно-поворот-

ным движением исполнительных органов, таких как прессы силой в 
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сотни тысяч тонн, проходческие щиты, шахтные крепи, механизмы пе-

ремещения мощных шагающих экскаваторов и др. В приводах машин 

средней и малой мощности, требующих высокого быстродействия, 

например нажимные винты прокатных станов с линейным перемещени-

ем рабочего органа, металлообрабатывающие станки, кузнечно-прес-

совые машины. В машинах средней и малой мощности мобильных уста-

новок с автономными источниками энергии, таких как дорожно-строи-

тельные и транспортные машины в системах управления летательными 

и космическими аппаратами, судами и тяжелыми автомобилями» [23]. 

При автоматизации производственных процессов наряду с элек-

трическим и гидравлическим приводом широко используется пнев-

матический привод, наибольшее применение нашедший в механиз-

мах с возвратно-поступательным движением. Им оборудованы ли-

тейные и кузнечно-прессовые машины. Особенно широко пневмо-

привод используется в транспортных машинах, в их тормозных си-

стемах, в металлообрабатывающих станках и промышленных робо-

тах. «Пневмопривод выполняет операции автоматического захвата, 

загрузки и закрепления заготовок, включение и выключение рабочих 

движений режущего инструмента» [23]. 

Вибрационный привод – устройство, преобразующее вибрацию 

ведущего элемента устройства в направленное перемещение ведомо-

го элемента. Различают два типа вибрационного привода. 

Вибрационные транспортирующие устройства, в которых веду-

щим элементом являются непосредственно рабочие органы вибраци-

онных машин (насосов, конвейеров, питателей бункеров и дозаторов), 

вибрация которых и создает направленное перемещение кусковых и 

сыпучих материалов, жидкостей, паст и других продуктов. 

К приводам второго рода относятся вибродвигатели, где вибра-

ции ведущего элемента преобразуются «во вращательное движение 

ротора либо поступательное движение ползуна, которое затем ис-

пользуется для привода того или иного механизма» [23]. 

Каждый вибрационный привод имеет в своем составе промежу-

точный преобразователь энергии источника (электрического, гидрав-

лического или пневматического) в механические колебания выходно-

го звена преобразователя. 

В настоящее время в промышленности, сельском хозяйстве, 
строительстве, транспорте, в сферах коммунального хозяйства и быта 
электропривод в силу своих несомненных преимуществ, таких как 
легкость регулирования координат, относительная простота монтажа 
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и эксплуатации, отсутствие трубопроводов и аккумуляторов энергии, 

экологическая чистота, относительно низкий уровень шума и вибра-
ций, получил наибольшее распространение. По данным Европейского 
союза энергетиков, в 2008 г. 83% приводов в промышленности при-
ходится на долю электропривода, переменного – 68% и постоянного 
тока – 15%, все остальные приводы составляют 17% парка. 

Электропривод потребляет более 50% вырабатываемой в стране 
электроэнергии, на втором месте освещение – более 30%. Поэтому 
электропривод играет решающую роль в автоматизации и механизации 
технологических процессов во всех областях сферы человеческой дея-
тельности, так как является основным исполнительным энергетическим 
элементом систем комплексной механизации на автоматизации. 

 

1.3. Функциональная схема электропривода 
 
Электропривод состоит из преобразователя электрической энер-

гии (ПЭЭ), подключенного к источнику энергии (ИЭ), электрического 
двигателя (ЭД), передаточного механизма (ПМ), устройств управления 
(УУ). Функциональная схема электропривода приведена на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Функциональная схема электропривода 

 
Электропривод совместно с приводимым в движение ИМ образу-

ет единую электромеханическую систему (ЭМС), состоящую из меха-
нической и электрической части. К электрической части ЭМС электро-
привода относятся УУ, ПЭЭ и электромеханический преобразователь 
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энергии ЭД, а механическая часть включает в себя все связанные дви-
жущиеся массы привода и ИМ. Процессы, протекающие в электриче-
ской и механической частях электропривода, находятся в тесной взаи-
мосвязи за счет зависимости ЭДС рабочих обмоток ЭД от механиче-
ской координаты скорости вращения его вала. В ряде случаев ЭД и ИМ 
конструктивно объединяют и образуют мехатронный модуль движения. 

«Мехатронный модуль движения – интегрированное управляемое 
электромеханическое устройство, базирующееся на функциональном и 
конструктивном объединении ИМ, ПМ, ЭД, ПЭЭ и УУ. Данные моду-
ли представляют собой специальные комплектные электроприводы» 
[23], встраиваемые в узлы ИМ: электрошпиндели, мотор-колеса, при-
воды линейного перемещения, поворотные столы и т. п. Данные моду-
ли применяются в робототехнике, приборостроении, автомобилестрое-
нии, станкостроении и других отраслях народного хозяйства. 

Силовой канал электропривода осуществляет передачу энергии 
от ИЭ к ИМ при работе ЭД в двигательном режиме и в обратном 
направлении от ИМ к ИЭ при работе ЭД в тормозном режиме. Если 
система электропривода допускает рекуперацию энергии от ЭД, ра-
ботающего в генераторном режиме за вычетом потерь и совершаемой 
рабочим органом в процессе торможения, энергия отдается в питаю-
щую сеть, если система не допускает рекуперацию энергии, энергия 
рассеивается на балластном резисторе (БР). 

В качестве ИЭ в подавляющем большинстве случаев использу-
ются промышленные электрические сети трехфазного переменного 
тока частотой 50 Гц со стандартными значениями напряжения 220, 
380, 660, 6000, 10000 В. В ряде случаев, например в транспортных 
средствах (тепловозах, речных и морских судах, электромобилях, ле-
тательных аппаратах), применяются автономные источники электро-
энергии (дизель-генераторы, аккумуляторы, турбогенераторы и др.). 

Преобразователи электрической энергии ПЭЭ используются в 
системах регулируемого электропривода для экономичного преобра-
зования электрической энергии в электрическую того вида, которая 
необходима для питания двигателя. 

По выполняемым ПЭЭ функциям они классифицируются сле-
дующим образом: 

 преобразователи переменного тока в постоянный. Это не-
управляемые и управляемые выпрямители; 

 преобразователи переменного тока одной частоты в перемен-
ный ток другой частоты. К данной группе относятся непосредствен-
ные преобразователи частоты (НПЧ); 
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 «преобразователи постоянного тока в переменный (инверто-
ры). Различают автономные инверторы напряжения (АИН) и авто-
номные инверторы тока (АИТ)» [23]; 

 «преобразователи постоянного тока в постоянный. Эту группу 
составляют широтно-импульсные преобразователи (ШИП)» [23]; 

 преобразователи переменного напряжения в нерегулируемое 
или регулируемое переменное напряжение той же частоты. К ним от-
носятся трансформаторы, тиристорные преобразователи напряжения 
(ТПН) с фазовым способом управления и естественной коммутацией. 

Перечисленные ПЭЭ характеризуются «однократным преобра-
зованием энергии. В электроприводе широко используются и состав-
ные ПЭЭ с многократным (двух-, трех- и четырехкратным преобразо-
ванием энергии), в том числе и с промежуточным преобразованием 
электрической энергии в механическую и обратно» [23], например 
система «генератор-двигатель», с двукратным преобразованием энер-
гии – преобразователи частоты со звеном постоянного тока. 

Электрический двигатель – электромеханический преобразователь 
энергии, обеспечивает преобразование электрической энергии в меха-
ническую. В качестве ЭД используются двигатели постоянного тока 
(независимого, последовательного или смешанного возбуждения), пе-
ременного тока (асинхронные и синхронные), вентильно-индукторные, 
шаговые, магнитострикционные, пьезоэлектрические, емкостные, элек-
тромагнитные и др. ЭД могут подключаться непосредственно к ИЭ с 
помощью коммутационной аппаратуры или через ПЭЭ. 

Передаточные механизмы выполняют функции конструктивной 
связи ЭД с ИМ, а также согласование его движения и параметров с 
характером движения и параметрами ИМ. ПМ подразделяются на ме-
ханические (механические передачи), пневматические, гидравличе-
ские и электрические. 

Наибольшее применение в электроприводе нашли механические 
ПМ: редукторы (цилиндрические, червячные, конические, волновые, 
планетарные), ременные, цепные и канатные передачи, передача 
винт-гайка, барабан-канат, фрикционные, кривошипно-шатунные и 
эксцентриковые механизмы и др. 

Все компоненты силового канала должны быть согласованы 
между собой по уровню нагрузок и функциональным характеристи-
кам и иметь минимальные потери, сопровождающие передачу и пре-
образование энергии. 

Информационный канал – совокупность устройств, обеспечива-
ющих управление, передачу и преобразование энергии в силовом ка-
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нале для реализации требуемого протекания технологического про-
цесса ИМ. «В состав информационного канала входит УУ и датчики 
координат электропривода» [23] ДПЭЭ, ДЭД, ДПМ, а также датчик 
контроля технологического процесса ДТП. С помощью информаци-
онного канала в общем случае производится сбор, обработка и пере-
дача данных (информации) о текущем состоянии координат электро-
привода и технологического процесса и их регулирование, автомати-
ческая настройка регуляторов, решение задач защиты и диагностики, 
индикации необходимой информации. 

Управляющее устройство может быть выполнено на базе релей-
но-контакторной аппаратуры, аналоговых регуляторов, «элементов 
жесткой логики и т. п. В настоящее время очень часто в электроприво-
дах в качестве УУ используются микропроцессорные средства» [23]. 

Датчики координат являются средствами измерения и преобразо-
вания физических величин в электрические сигналы для дальнейшей 
обработки, передачи, хранения, регистрации и управления. Если изме-
рение физической величины технически затруднено или невозможно, 
то необходимо использовать наблюдатель координат, который пред-
ставляет собой математическую модель в составе системы автоматиче-
ского управления для косвенной оценки координат электропривода. 

 

1.4. Классификация систем электропривода.  

Демпфирующее действие электропривода 
 
Из-за большого разнообразия ИМ и требований технологиче-

ских процессов, в которых они участвуют, существует большое число 
типов электроприводов. 

Наиболее часто электроприводы классифицируются по следую-
щим признакам: 

 по типу ЭД; 

 по типу ПЭЭ, электроприводы постоянного тока разделяются 
на электроприводы, выполненные по системе генератор-двигатель, 
тиристорный преобразователь-двигатель, транзисторный преобразо-
ватель-двигатель. Электроприводы переменного тока с питанием дви-
гателя от НПЧ, «преобразователя частоты (ПЧ) с АИН и ПЧ с АИТ, 
ТПН» [23]; 

 в зависимости от числа ИМ и РО различают: 

 «групповой электропривод, в котором один ЭД обеспечивает 
движение нескольким ИМ или нескольких РО ИМ посредством одно-
го двигателя» [23]; 
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 индивидуальный электропривод, выполняет движение одного 

РО ИМ от отдельного ЭД; 

 «многодвигательный электропривод – совокупность индиви-

дуальных электроприводов, работающих на один вал или связанных 

механически между собой через обрабатываемый материал» [23]; 

 по направлению вращения электроприводы разделяют на ре-

версивные и нереверсивные; 

 по характеру движения электропривода: вращательного, по-

ступательного и многокоординатного движения; 

 по основной регулируемой координате различают моментные, 

скоростные и позиционные электроприводы; 

 «по числу учитываемых инерционных масс механической ча-

сти, связанных между собой упругими связями, различают много- , 

двух- и одномассовые электроприводы и электроприводы с распреде-

ленными параметрами механических элементов» [23]; 

 по связи ЭД с РО ИМ электроприводы подразделяются на ре-

дукторные и безредукторные. 

В общем случае электрическая часть привода, включающая в 

себя УУ, ПЭЭ и ЭД, содержит ряд накопителей и преобразователей 

энергии, объединенных электрическими и магнитными связями. Ме-

ханическая часть, включающая в себя ротор ЭД, ПМ и ИМ, имеет 

«разветвленную инерционную структуру с упругими механическими 

связями, зазорами в кинематической цепи» [33], при наличии внеш-

них и внутренних (параметрических) возмущений предопределяет 

возникновение механических колебаний. Эти колебания отрицатель-

но влияют на работу машин и механизмов, ухудшая управляемость 

привода в технологических процессах, увеличивают колебания ско-

рости и положения, снижая точность регулирования, способствуют 

значительному возрастанию динамических нагрузок механических 

передач, а также весьма нежелательных резонансных явлений и при-

водят к снижению надежности и ресурса его работы. 

За счет взаимосвязи процессов в ЭМС электропривода, проте-

кающих в его электрической и механической частях (зависимости 

ЭДС рабочих обмоток двигателя от скорости вращения), электропри-

вод может эффективно демпфировать механические колебания. 

Демпфирующее действие электропривода является дополнительным 

резервом в борьбе с динамическими нагрузками.  
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2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ЭЛЕМЕНТОВ  

МЕХАНИЧЕСКОЙ ЧАСТИ  

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

2.1. Кинематические и расчетные схемы механической части 

 

Для исследования движения отдельных элементов механической 

части и определения сил и механизмов, действующих на них, исполь-

зуют кинематические схемы. Вследствие того что при передаче уси-

лий все элементы механической части реформируются, содержат за-

зоры и кинематические погрешности в передачах, кинематический 

анализ затрудняется сложностью определения относительного распо-

ложения частей механизма. Поэтому при составлении кинематиче-

ских схем упругостью элементов, зазорами и кинематическими по-

грешностями в передачах пренебрегают, считая все элементы абсо-

лютно жесткими, а зазоры и кинематические погрешности передач – 

отсутствующими. Такие упрощения дают представление лишь о 

средних скоростях, ускорениях, силах и моментах, действующих в 

движущихся звеньях механизма. 

Следовательно, кинематическая схема механической части ЭМС 

представляет собой абстрактное изображение механической части, 

отражающее передачу электромагнитной мощности от двигателя к 

рабочему органу ИМ и кинематическую связь в механизме. На рис. 3 

приведены кинематические схемы ряда механизмов с двигателями 

вращательного движения. На этих схемах стрелками показаны 

направления движения отдельных элементов кинематических цепей и 

действующих на них моментов и сил. 

Истинные значения величин скоростей, ускорений, сил и мо-

ментов дают динамические расчеты, учитывающие упругость меха-

нических связей, зазоры и кинематические погрешности передач. По-

этому часто составление кинематической схемы механической части 

ЭМС полезно для упрощенного анализа ее работы и составления рас-

четной схемы механической части ЭМС, необходимой при динамиче-

ских расчетах. Из рис. 3 видно, что механическая часть ЭМС пред-

ставляет собой многомассовую систему с распределенными парамет-

рами, «инерционные массы которой движутся с различными скоро-

стями и могут совершать как вращательное, так и поступательное 

движение» [33]. 



23 
 

 

а) 

 

        б) в) 
 

 
г) 

 
д) 

 

 
е) 

 

ж) 
 

 

з) 

Рис. 3. Кинематические (механизмов: цилиндрической, ременной и 

 цепной передач (а), при кручении (б), перемещения тележки (в),  

подъемной лебедки (г), передачи (д), возвратно-поступательного  

движения (е)) и расчетные (вращения вала двигателя (ж), линейной 

скорости перемещения груза (з)) схемы электроприводов 
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Для составления расчетной схемы механической части необхо-

димо определить моменты инерции вращающихся элементов (или 

массы поступательно движущихся частей), жесткости (податливости) 

упругих элементов между этими массами, кинематические зазоры, 

кинематические погрешности, характеристики механического демп-

фирования и нагрузки на рабочих органах ИМ. 

 

2.2. Определение моментов инерции  

вращающихся деталей привода 

 

Результирующий момент инерции при вращении тела, кг·м2 
 

2mJ  ,      (2.1) 
 

где m – масса тела; 

ρ – радиус инерции. 

Радиусы инерции и моменты инерции простейших тел приведе-

ны в табл. 2.  

Обычно детали имеют более сложную форму, чем это указано в 

данной таблице. Для вычисления моментов инерции такую деталь 

условно разбивают на простейшие и суммарный момент инерции де-

тали определяют как сумму моментов инерции простейших деталей 

или как разность, если деталь имеет полости. Зубчатое колесо, ходо-

вой винт рассматриваются как сплошное тело, диаметры которых 

равны среднему диаметру зацепления. 

Момент инерции ротора двигателя, если дано значение «махово-

го момента» GD2, кг∙м2 

 

4

2GD
J  .      (2.2) 

 

Если каталожные данные неизвестны, то можно пользоваться 

эмпирической формулой [1] 
 

210 рdGJ  , ,     (2.3) 
 

где   рd  – наружный диаметр ротора, м; 

G = m – масса ротора, кг. 
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Таблица 2 

Форма тела Радиус инерции, м 
Момент инерции, кг·м2, 

где δ – плотность материала, кг/м3 
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2.3. Коэффициенты жесткости и податливости  

при растяжении и кручении 
 
При растяжении (сжатии) отношение усилия к деформации 

(рис. 4а) называют жесткостью, Н/м 
 

j

jj

j

j
j

l

SE

S

F
C 


 ,     (2.4) 

 

где  
jC  – жесткость j-го элемента при растяжении (сжатии); 

jF  – усилие при растяжении (сжатии), приложенное к j-му эле-

менту; 

21 jjj SSS   – деформация j-го элемента; 

jE  – модуль продольной упругости (табл. 3); 

jS  – площадь поперечного сечения стержня; 

jl  – длина стержня. 

 
а) б) 

Рис. 4. Усилия и деформации при растяжении (а), кручении (б) 

 
Таблица 3  

Материал 
Модуль продольной 

упругости, н/м2 Модуль сдвига, н/м2 

Углеродистые стали (2–2,1) ·1011 8,1·1010 

Хромоникелевые стали 2,1·1011 8,1·1010 

Чугун (1,5–1,6) ·1011 4,5·1010 

Бронза фосфоритная 1,15·1011 4,2·1010 

Латунь (0,91–0,99) ·1011 (3,5–3,7)·1010 

Алюминий технический (0,7–0,75) ·1011 (2,6–2,7)·1010 

 
Величина, обратная жесткости, называется податливостью  
 

еj 
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1
 .     (2.5) 
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При кручении, когда к концам стержня приложены моменты Мi 

в плоскости, перпендикулярной оси стержня, стержень (вал) работает 

на кручение (рис. 3б). 

Коэффициенты жесткости и податливости вала при кручении 

Н·м/рад; рад/Н·м 
 

l

GJM
C

p

i

i
i 





; еi 

pi GJ

l

C


1
,    (2.6) 

 

где  G – модуль сдвига (табл. 3); 

pJ  – полярный момент инерции сечения вала (для простейших 

сечений зависимости pJ  приведены в табл. 4); 

l – длина рабочего участка вала.  

 
Таблица 4 

Форма сечения Полярный момент инерции 
Основной момент 

инерции сечения 

Сплюснутое круглое се-
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n

i
ii

1

 ,     (2.7) 

 

где  i – число ступеней вала. 
Жесткость и податливость такого вала 
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Формулы для расчета коэффициентов жесткости валов на кру-
чение Ск, согласно [45], приведены в табл. 5. 

Значения коэффициентов для расчета на кручение валов слож-
ной формы приведены на рис. 5. 

 

 
а) б) 

 
в) 

 
г) д) 

Рис. 5. Коэффициенты для расчета валов сложной формы:  
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Таблица 5 

Форма вала 
Коэффициент 

жесткости 
Коэффициенты 

Сплошной круглый вал 

 

l

GD
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4
 – 

Вал с осевым сверлением 
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(рис. 4а)
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2.4. Деформации при изгибе 

 

При поперечном изгибе балок, стержней, валов деформация (про-

гиб балки) зависит от длины балки, формы ее поперечного сечения, ви-

да опор, места приложения усилия. Для простейших случаев балок по-

стоянного сечения соотношения для прогиба приведены в табл. 6. 

 
Таблица 6 

Балка, свободно опертая по 

концам 

 

Прогиб в точке F 

lEJ

bFa
S

х

F
3

22

 ; 
х

F
EJ

bFa

2

22

 ,  

где Jх – осевой момент инерции сечения 

балки по отношению к линии, проходящей 

перпендикулярно плоскости изгиба через 

центр тяжести сечения (табл. 4) 

Консоль, жестко заделанная 

 

Прогиб в точках от А до F 
Угол поворота 

конца балки 

от силы F: 
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от изгибающего момента М: 
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х

м
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х

м
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Соотношения для S в более сложных случаях приводятся в 

справочной литературе [40, 41]. 

 

2.5. Жесткость и податливость элементов 

конструкции приводов 

 

2.5.1. Жесткость и податливость неподвижных соединений 

 

При нагружении конструкции приводов в стыках этих элементов 

возникают упругие деформации, которые в общем балансе деформа-

ций привода могут достигать существенных величин. 

Картина деформации при нагружении плоского стыка прило-

женной силой F и моментом М изображена на рис. 6. Под действием 

силы F происходит деформация стыка на величину SF под действи-

ем момента М на угол м. 
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Рис. 6. Картина деформации плоского стыка приложенной силой F  

и моментом М 
 

Жесткость и податливость стыка от действия сосредоточенной 

силы F 

В общем случае деформация стыка SF нелинейно зависит от 

приложенной силы, а именно [40], мкм 
 

 FS  æ 

50,

S

F








,    (2.9) 

 

где  S – площадь сечения стыка; 

F – приложенная сила; 

æ – коэффициент контактной податливости. 

Коэффициент æ зависит от качества обработки сопрягаемых по-

верхностей и тем больше, чем грубее обработка. При тщательной об-

работке æ = (5–6,5)·10-4 мкм·м·Н, а при сравнительно грубой обработ-

ке æ = (25–38) ·10-4 мкм·м·Н. 

Затяжкой болтов в стыках соединяемых деталей создается пред-

варительный натяг силой F0, которая выбирается из условия, чтобы 

при воздействии максимальной растягивающей внешней силы Fт.max 

стык не раскрывался. При расчетах F0 принимается равным 
 

max.тFF 0 ,    (2.10) 
 

где   = 1,5–2,5. 

При небольшом изменении силы F зависимость (2.9) можно ли-

неаризовать, найдя приращение деформации SF от приращения си-

лы F 

 FS  æ FSF
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Отношение, мкм/Н 
 

 

 
(2.12) 

 

характеризует податливость стыка, которая зависит от усилия пред-

варительного натяга стыка F0, уменьшаясь с его увеличением. 

Угловая деформация стыка от действия изгибающего момента М 

[40], рад 
 

  æ 610
х

м
J

M
, (2.13) 

 

где Jх – осевой момент инерции сечения стыка относительно оси, 

проходящей через точку 0 перпендикулярно плоскости чертежа. Для 

прямоугольного сечения (см. табл. 4) baJ х
3 . 

Согласно [40] коэффициент 
 

æ 50,м   æ
0F

S


, (2.14) 

 

где  æ – имеет значение, указанное ранее, в зависимости от качества 

обработки; 

0F   – результирующее усилие в стыке от действия силы натяга 

F0 и внешней силы F, т. е.  
 

FFF  00 .     (2.15) 
 

Жесткость и податливость стыка при кручении 
 

 

 

; 

 

 

. (2.16) 

Касательная жесткость неподвижных соединений 

Рассчитывается на основе линейной зависимости деформации 

стыка S от действия внешнего касательного усилия Т [40], мкм 
 

 S  æ
S
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, (2.17) 

 

где  S – площадь стыка. 
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Коэффициент контактной податливости для затянутых соедине-

ний æ  10 1 -6 мкм·м2/Н, а при отсутствии предварительного натяга 

æ   -6103,53,0  мкм·м2/Н [40]. 

Касательная жесткость, Н/мкм и податливость стыка, мкм/Н 
 

 

 

; 
 

 

. (2.18) 

 

2.5.2. Крутильная жесткость и податливость валов  

и их соединений 
 

Крутильная жесткость валов 
 
Расчет жесткости и податливости валов при кручении выполня-

ется по формулам подраздела 2.3. 
 

Крутильная податливость соединений 
 
Соединение вал – ступица 
Податливость соединения [1], рад/Н·м 
 

е
2

ш
в.с

K

d lhz
 ,     (2.19) 

 

где  d – диаметр ступицы (для шлицевого соединения d = cpd ); 

l – длина соединения, активная длина шпонки (шлица); 
z – число шпонок (шлицев). 
Коэффициенты податливости: Кш = 6,4·10-12 м3/Н – для соединения 

призматической шпонкой; Кш = 13,6·10-12 м3/Н – для соединения сег-
ментной шпонкой; Кш = 4,0·10-12 м3/Н – для шлицевого соединения. 

Податливость кулачковых муфт 
Податливость соединения, рад/Н·м 
 

емк 2

4 к

ср расч

K

D bhZ
 ,     (2.20) 

 

где  срD  – средний диаметр зацепления муфты; 

b, h – рабочие ширина и высота кулачка; 
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расчZ = (0,3–0,5)·Z – расчетное число работающих кулачков, где 

Z – число кулачков муфты; 
Кк = (0,3–0,5)·10-12 м3/Н – коэффициент контактной податливости. 
Податливость втулочно-пальцевых муфт с резиновыми упруги-

ми элементами 
Приближенно податливость втулочно-пальцевых муфт опреде-

ляется по эмпирической формуле [45], рад/Н·м 
 

ем.вп 
3 3

0 16

дин max

,

K H d
 ,     (2.21) 

 

где  Кдин = (1–3,5) – динамический коэффициент при колебаниях (за-
висит от марки резины и ее толщины); 

dmax – наибольший для данного номера муфты диаметр соеди-
ненных валов; 

Н – твердость резины по Шору. 
Податливость зубчатых муфт из-за большого количества кон-

тактирующих зубьев и фрикционных муфт, вследствие большой по-
верхности контакта, можно не учитывать. 

 

2.6. Жесткость подшипниковых узлов  
 
По направлению действия нагрузки подшипники разделяются  

 на радиальные, воспринимающие преимущественно радиаль-
ную нагрузку; 

 упорные, воспринимающие в основном осевую нагрузку; 

 радиально-упорные, воспринимающие оба вида нагрузки. 
По форме тел качения подшипники делятся на шариковые и ро-

ликовые.  
По числу рядов тел качения подшипники делятся на одно-, двух-, 

четырех- и многорядовые. 
 

2.6.1. Радиальная жесткость подшипников качения 
 
Радиальная жесткость подшипников качения [36], Н/мкм 
 

R
п.R

R

F
C

S



,     (2.22) 

 

где  FR – радиальная нагрузка на подшипниках, Н; 
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SR – радиальная деформация подшипника под нагрузкой, мкм; 
 

RRR SSS  ,      (2.23) 
 

где  RS  – радиальная деформация подшипника в контакте тела ка-

чения; 

RS   – радиальная деформация в контакте колец подшипника с 

посадочными поверхностями вала и корпуса. 

Величина RS  определяется эмпирической формулой 
 

 0RR SS   ,     (2.24) 
 

где  SR0 – радиальная деформация в контакте тела качения при ну-

левом натяге; 
 – коэффициент, учитывающий величину натяга. 
Для шариковых радиально-упорных подшипников при нормаль-

ном натяге  = 0,4–0,5, для роликовых  = 0,25–0,4. При отсутствии 

натяга  = 1. 

Величина SR0 определяется из следующих соотношений, мкм: 

– для радиальных шариковых подшипников 
 

2 3
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;   (2.25) 

 

– для радиальных роликовых подшипников 
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,   (2.26) 

 

где  i – число рядов тел качения; 

Z – число тел качения в одном ряду; 

dш – диаметр шариков; 

l – длина роликов; 

FR – радиальное усилие. 

Радиальная деформация RS   в контакте колец подшипника с 

посадочными поверхностями вала и корпуса, мкм 

 

6101
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где  k = (1,0–2,5) ·10-12, м3/Н (меньшие значения k следует принимать 

при повышенной точности изготовления посадочных мест, больших 

посадочных натягах); 

d, D, b – соответственно внутренний, наружный диаметры и ши-

рина подшипника. 

 

2.6.2. Радиальная жесткость подшипников скольжения 

 

Радиальная деформация подшипников скольжения складывается 

из контактных деформаций вкладышей и деформации масляного 

слоя. Суммарная деформация [36], мкм 
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S ,     (2.28) 

 

где  FR – радиальная нагрузка; 

d – диаметр шейки вала. 

Радиальная жесткость подшипника скольжения, Н/мкм 
 

 
2 1 50,4 10,

RС d  .    (2.29) 

 

2.6.3. Радиальная жесткость гидростатического подшипника 

 

Определяется по формуле [36], Н/мкм 
 

2
61 5 10 н

гст.R

D P
С ,  


,   (2.30) 

 

где  D – диаметр шейки вала; 

Рн – номинальное давление насоса, Н/м2; 

 – диаметральный зазор в подшипнике. 

Можно принять  = 10-3 D. Тогда жесткость подшипника 
 

нRгст DPС 3

. 105,1  .    (2.31) 

 

2.6.4. Осевая жесткость подшипников качения 

 

В опорах, воспринимающих осевую нагрузку, устанавливаются 

по два упорных либо радиально-упорных подшипника с предвари-
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тельным натягом. Жесткость опор по аналогии с жесткостью плоских 

стыков (см. подраздел 2.5.1) зависит от усилия предварительного 

натяга. Поэтому для расчета жесткости упорных подшипников можно 

пользоваться формулой [36], Н/мкм 
 

3

0 10 dKC ; е0 
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C
 ,    (2.32) 

 

где  d – внутренний диаметр подшипника; 

К = 5 для радиально-упорных подшипников; 

К = 10 для шариковых упорных подшипников; 

К = 30 для роликовых упорных подшипников. 

 

2.7. Изгибная жесткость валов и опор в зубчатых передачах 

 

В зубчатых передачах передача вращения через зубчатые колеса 

сопровождается изгибом валов и радиальными деформациями под-

шипниковых опор, что приводит к дополнительным поворотам за-

цепляющихся зубчатых колес. Окружные усилия, прикладываемые к 

зубчатым колесам, расположенным на соответствующем валу, сум-

мируясь векторно, вызывают прогиб вала на величину ∆Sy и дефор-

мацию подшипниковых опор на величину ∆SR. 

Для пары зубчатых колес результирующее смещение валов в 

месте посадки шестерен (рис. 7а) 
 

RIyI SSS  1
; 

RIIyII SSS  2
.  (2.33) 

 

Смещение зубчатого колеса, вызванное деформацией опор, для 

случая расположения шестерен между опорами (рис. 7б) 
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 ,  (2.34) 

 

где  SRA и SRB – радиальные деформации подшипниковых опор от 

усилий в опорах FA и FB, рассчитываемые по соотношениям подраз-

дела 2.6. 
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а) б) 

 
в) 

Рис. 7. Результирующее смещение валов в месте посадки шестерен одной пары 

зубчатых колес: для пары зубчатых колес (а), при расположении шестерен 

между опорами (б), при консольном расположении шестерен (в) 

 

Для случая консольного расположения шестерен (рис. 7в) 
 

   
l

c
SSSS

cl
SSS RBRARARBRBRAR 





.      (2.35) 

 

Значение прогиба валов ∆Sy рассчитывается с учетом рекомен-

даций, указанных в табл. 6. 

Угол дополнительного поворота ведущего вала I, вызванный 

суммарной деформацией вала и подшипниковых опор, рад 
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SS 
 ,       (2.36) 

а упругость от изгиба валов и деформации опор, приведенная к кру-

тильной, Н·м/рад 
 

11   MC ; еφ 1 C .    (2.37) 
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2.7.1. Податливость зубцов зубчатой передачи 
 
Усилия в зубчатой передаче приводят к возникновению изгиб-

ных и контактных деформаций ее зубьев. Приведенная к ведущему 
валу крутильная податливость от данных деформаций выражается 
соотношением [45], рад/Н·м 

 

еφ 
3

2 2

K

bR cos 
 ; 

 
, (2.38) 

 

где  b – рабочая ширина колеса, м; 
α – угол зацепления; 
R – радиус начальной окружности зубчатого колеса, расположен-

ного на валу, к которому приводится жесткость передачи (для кониче-
ских передач R – среднее значение радиуса начальной окружности); 

К3 – упругая деформация пары зубьев при действии единичного 
нормального давления, приложенного на единицу ширины зуба; 
К3 = 6·10-11 м2/Н – для стальных прямозубых колес; К3 = 3,6·10-11 м2/Н – 
для косозубых колес; К3 = 4,4·10-11 м2/Н – для шевронных колес. 

 

2.7.2. Результирующая крутильная податливость 

зубчатой передачи 
 

Результирующая крутильная податливость складывается из по-
датливостей, обусловленных угловыми деформациями ведущего вала 

еy, определяемых по соотношениям подраздела 2.3, изгибной подат-

ливости валов и подшипниковых опор (2.36) и податливости зубцов 

е3 i-го элемента: 

 
= 

 
+ 

 
+ 

 
; 

 
. (2.39) 

 
2.8. Жесткость передачи винт-гайка 

 

Контактные деформации в узле обычной передачи винт-гайка 
скольжения, а также червячно-реечной передачи малы, и при расче-
тах жесткости их можно не учитывать, т. е. считать жесткость данных 
узлов бесконечно большой, а податливость – нулевой. 

Жесткость шариковой винтовой передачи зависит от значения 
предварительного осевого натяга F0 = 0,35·Fдоп (Fдоп – допустимая по 
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прочности осевая сила шариковой винтовой передачи), ее можно 
принять [40, 41] равной, Н/мкм, 

 

32 10в.г шC d z  ; ев.г 
1

в.гC
 ,   (2.40) 

 

где  dш – диаметр шариков; 

z – число рабочих шариков в полугайке (без учета шариков в 

возвратных канавках). 

Жесткость гидростатической, винтовой, червячной и реечной 

передач рассчитываются по данным [40, 41]. 

 

2.9. Крутильная жесткость ременной передачи 

 

Жесткость ременной передачи определяется деформациями ремня 

под действием окружной силы. Так как обычно ремни надеваются на 

шкивы с предварительным натяжением, то окружная сила воспринима-

ется обеими ветвями передачи. Однако при больших передаваемых 

нагрузках, превышающих двойную величину F0 предварительного 

натяжения, вся нагрузка воспринимается одной ветвью передачи 
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aR FE
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 ,       (2.41) 

 

где  R – радиус шкива на валу, к которому приводится жесткость, м; 

эфl  – эффективная (расчетная) длина ветви ремня между шкива-

ми, м; 

F – площадь поперечного сечения ремня, м2; 

Е – модуль упругости ремня, Н/м2; 

а – коэффициент, учитывающий влияния предварительного 

натяжения (а = 2, если F ≤ 2F0; а = 1, если F > 2F0; когда величина F 

близка к 2F0 и при колебаниях периодически ее превышает, можно 

принять а ≈1,5; для клиноременных передач при нормальной эксплу-

атации а = 2). 

В табл. 7 дана величина F для стандартных клиновых ремней. 

Расчетная длина ветви 
 

   2 2
1 2 1 20,35эфl L R R V R R      ,   (2.42) 
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где  L – межосевое расстояние передачи, м; 

R1, R2 – радиусы шкивов, м; 

V – окружная скорость ремня, м/с. 
Таблица 7 

Профиль ремня 0 А Б В Г Д Е 

Площадь сечения F, м2·10-4 0,47 0,81 1,38 2,30 4,76 6,92 11,7 

 

Модуль упругости прорезиненных ремней Е = (0,8–1,2)·108 Н/м2; 

для плоских быстроходных ремней из высокополимерных материалов 

(капрон, перлон, полиэфиры) Е = (22,5–38,0)·108 Н/м2. 

Модуль упругости для клиновых ремней с хлопчатобумажным 

кордом Е = (0,6–1,2)·108 Н/м2, плоских зубчатых ремней с кордом из 

стальных тросиков Е = (60,0–390,0)·108 Н/м2. 

При установке ремней в передачу, т. е. при длительном воздей-

ствии предварительного натяжения и динамических нагрузок, модуль 

жесткости для плоских и клиновых ремней, по данным [45], следует 

увеличить в два раза по сравнению с приведенными выше значениями. 

 

2.10. Крутильная жесткость цепной передачи 

 

Крутильная жесткость цепной передачи 
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 ,     (2.43) 

 

где  R – радиус начальной окружности звездочки на валу приведе-

ния, м; 

F = ld – проекция площади опорной поверхности шарика, м2; 

l – длина втулки для втулочно-роликовых цепей или ширина це-

пи для зубчатых цепей, м; 

d – диаметр валика, м; 

t – шаг цепи, м; 

Кц – коэффициент податливости для зубчатых цепей  

Кц = (0,8–1,0)·10–12м3/Н, втулочно-роликовых Кц = (2,0–2,5)·10–12 м3/Н. 

 

2.11. Жесткость подвешенного на канате груза 

 

Для создания усилия, обеспечивающего перемещение груза, 

необходимо отклонение груза от вертикали. При равноускоренном 
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движении это отклонение постоянно. Схема передачи движущегося 

усилия массе груза показана на рис. 8. 
 

 
Рис. 8. Схема передачи движущегося усилия при перемещении груза 

 
При отклонении груза от вертикали силу тяжести груза можно 

разложить на две составляющие. Составляющую F уравновешивает 
натяжение каната, а составляющая Fтг является движущей силой, 
обеспечивающей перемещение груза 

 

 тг т г
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   .    (2.44) 

 

По определению жесткости (отношение усилия к соответст-
вующей деформации) можно записать выражение для жесткости 
упругой связи тележка-груз  
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.     (2.45) 

 

После подстановки в (2.45) значения Fтг из (2.44) выражение для 
определения жесткости примет вид: 

 

тг

G
C

l cos
 .      (2.46) 

 

Следовательно, жесткость является переменной величиной, за-
висящей от угла отклонения нити подвеса от вертикали. На практике 
большая величина l и малые углы отклонения дают возможность по-

лагать, что l cos l  . Тогда 
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 .      (2.47) 
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2.12. Расчет нагрузок на валы 

 

Окружная сила на зубчатых колесах и цепных звездочках 
 

2
o

M
F

d
 ,      (2.48) 

 

где  d – длительный диаметр зубчатого колеса или цепной звездочки; 

М – вращающийся момент на данном валу. 

Нагрузку на вал от цепной передачи приближенно принимают 

направленной параллельно ведущей ветви цепи и равной окружной 

силе, умноженной на коэффициент, зависящий от положения переда-

чи (для горизонтальной передачи коэффициент равен 1,15, для верти-

кальной – 1,05). 

Сила, действующая на вал и подшипники с учетом окружной и 

радиальной составляющих [3]: 
 

1,1 oF F .      (2.49) 
 

Сила на валу от ременной передачи принимается направленной 

вдоль линии шкивов и определяется по формуле, Н 
 

0200
2

F F sin


 ,     (2.50) 

 

где  σ0 – начальное напряжение, обычно принимаемое для плоскоре-

менных передач равным 1,8 МПа, а для клиноременных 1,2–1,5 МПа; 

F – площадь поперечного сечения ремня, см2; 

α – угол охвата шкива, град. 

Если нагрузки, действующие на вал, не лежат в одной плоско-

сти, то их раскладывают по двум взаимно перпендикулярным коор-

динатным плоскостям, и в каждой из этих координатных плоскостей 

определяют изгибающие моменты и реакции опор, а затем проводят 

их геометрическое суммирование. 

Расчет может быть упрощен за счет надлежащего выбора коор-

динатных плоскостей. Например, если окружные силы от ведомого и 

ведущего элементов взаимно перпендикулярны или параллельны, то 

оси следует направить вдоль этих сил. Отклонениями от перпендику-

лярности или параллельности в пределах 10–15º пренебрегают, сов-

мещая силы с осями координат. Допускается также совмещение сил в 

одну плоскость, если угол между ними не более 30º. 
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Определение реакций опор 

 

Для характерных случаев нагружения при расположении шесте-
рен между опорами и консольного расположения шестерен в табл. 8 
приведены формулы для определения реакций опор и изгибающих 
моментов. При расчетах вал принимают за балку, лежащую на шар-
нирных опорах.  

 
Таблица 8 

 

1. 1 2 3A A A AF F F F   ; 

  1 2 3B B B BF F F F   . 

2. Если приложенная сила Fn име-
ет направление, обратное указан-
ному на рисунке, то реакции в 
опоре FАn и FВn меняют знак на 
обратный.  

3. n An BnF F F   (для проверки) 

Приложенная сила F1 F2 F3 

Реакция опор + FА1 + FВ1 + FА2 + FВ2 + FА3 + FВ3 

Формула  
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Рассмотрим пример расчета действующих на вал и подшипники 

сил, а также прогибов. На рис. 9 приведены кинематическая схема 
(рис. 9а), графическое изображение сил (рис. 9б) и прогибы вала по 
оси х (рис. 9в). 

 

  
 

а) б) в) 
Рис. 9. Кинематическая схема (а), графическое изображение сил (б)  

и прогиба валов (в) 
 

В табл. 9 приведены расчетные формулы для определения вра-

щающего момента, радиальных сил и сил, действующих на вал и 
подшипники, а также прогибов валов в плоскости х. 
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Таблица 9 

Определяемая величина Расчетная 

формула 

Принятые обозначения 

Вращающий момент вPM   Pв – мощность на валу;  

η – КПД рассчитываемого 

участка передачи 

Сила, действующая на вал F = 1,1 F0 F0 = 2M /D – окружная сила 

Реакция опоры в 

плоскости х 

Опора А 
12 F

l

c
F

l

b
FA   

 

Опора В 
12 F

l

L
F

l

a
F В  

 

Угол наклона 

упругой линии в 

расчетном сечении 

в плоскости х 

Отдельно 

для каж-

дой силы 

θK
d

lF
F nx

nx 44

2

10
   

 

Кϴ , 
уK  – коэффициенты, 

учитывающие связь между 

точкой приложения силы и 

точкой, в которой определя-

ют деформацию (см. графи-

ки [45]);  

l и d – в сантиметрах 

Прогиб в расчет-

ном сечении в 

плоскости х 

Отдельно 

от каждой 

силы 

y
nx

nx K
d

lF
y

44

3

10
   

 

2.13. Соединение упругих элементов 

 

В зависимости от конструкции того или иного узла упругие эле-

менты могут иметь последовательное, параллельное или смешанное 

соединение. На рис. 10 показаны схемы соединений упругих элемен-

тов для случая вращательного движения масс. 

При последовательном соединении упругих элементов (рис. 10а) 

эквивалентная податливость еэкв равна сумме податливостей отдель-

ных элементов  
 

еэкв = е1 + е2 + ...еi +...еn,    (2.51) 
 

а эквивалентная жесткость Сэкв  
 

1 2

1 1 1 1 1

экв i n

... ...
C C C C C

    ; 

1 2

1

1 1 1 1экв

i n

C

... ...
C C C C



  

. (2.52) 

 

При параллельном соединении упругих элементов (рис. 10б) эк-

вивалентная жесткость упругих элементов равна сумме жесткостей 

отдельных элементов 
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1 2экв j mC C C ...C ...C    ,    (2.53) 

 

а эквивалентная податливость 
 

 

 

.  

(2.54) 

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

 

 
г) 

Рис. 10. Схемы соединения упругих элементов: последовательное (а),  

параллельное (б), смешанное (в), схема с эквивалентной жесткостью (г) 
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При смешанном соединении упругих элементов (рис. 10в) 
 

1 2

1 2

1

1 1 1 1экв j m

i n

C C C ...C ...C

... ...
C C C C

    

  
   

,   (2.55) 

 

а податливость 

  

 

1 2 i nC C ...C ...C       . 
 

(2.56) 

 

Полученные соотношения справедливы и для поступательного 

движения масс.  

В результате рассмотренных преобразований исходные расчет-

ные схемы с последовательным, параллельным и смешанным соеди-

нением упругих элементов приводятся к схеме с эквивалентной жест-

костью (податливостью) на рис. 10г. 

 

2.14. Механическое демпфирование 

 

При деформации элементов наряду с упругими силами и момен-

тами возникают силы и моменты вязкого трения, пропорциональные 

скорости деформации 
 

 1в.тj в.тj j jF V V   ;  1в.тi в.тi i iM      ,  (2.57) 

 

где 
в.тj , в.тi  – коэффициенты вязкого трения; 

jV , 
1jV 

 и ωi, ωi+1 – линейные и, соответственно, угловые скоро-

сти концов демпфируемого элемента. В качестве прямой оценки ко-

лебательности в системах используется логарифмический декремент, 

равный логарифму отношения двух соседних амплитуд колебаний 
 

1 2 в.т

р

A
ln

A




 
  

 
,     (2.58) 

 

где  αв.т и Ωр – коэффициент затухания и резонансная частота колеба-

ний с учетом влияния диссипативных сил. По данным технической ли-

тературы [8, 17, 25], затухание колебаний при естественном механиче-

ском демпфировании невелико и оценивается значениями λ = 0,1–0,3. 
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2.15. Нагрузки рабочих машин и механизмов 
 
Механическая часть ЭМС осуществляет «передачу механиче-

ской энергии от ротора электродвигателя к исполнительному меха-
низму рабочей машины и преобразование этой энергии. Данное пря-
мое направление передачи энергии от источника электроэнергии со-
ответствует основному назначению электропривода» [23]. Обратное 
направление передачи энергии от двигателя возникает при активном 
характере нагрузки на валу ИМ. 

Моменты (силы), воздействующие на механическую часть ЭМС, 
подразделяются на две части: сосредоточенные на ИМ нагрузки и 
распределенные по элементам механической части моменты (силы) 
трения, возникающие как реакция на движущие усилия двигателя. 

Выполнение технологических операций связано с преодолением 
ИМ машины полезных моментов и сил сопротивления 

 

 0с с полM M M    ,    (2.59) 
 

где  
1

n

с со.прi со.прj
i

M M M


    – суммарный приведенный момент 

от сил трения в элементах механической части; 
i, j – число моментов и сил трения в механической системе; 

полM   – приведенный момент полезной нагрузки. 

Для количественной характеристики нагрузки на ИМ использу-
ется механическая характеристика механизма, представляющая собой 

зависимость момента силы от скорости  сM f  ,  сF f V . Для 

получения обобщенных результатов воспользуемся эмпирической за-
висимостью 

 
n

c cо с.н со
н

M M M M




 
    

 
,  (2.60) 

 

где  Мс – момент сопротивления на ИМ при текущей скорости ωi; 
Мсо – момент сопротивления, обусловленный силами трения в ИМ; 
Мс.н – момент сопротивления при номинальной скорости ωн; 
n – показатель степени. 
Выражение для полезного момента сопротивления 
 

n

с.пол с.н
н

M M




 
  

 
.      (2.61) 
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Механические характеристики  с.полM f   с различными ти-

пами нагрузки на ИМ приведены на рис. 11. 
 

 
Рис. 11. Механические характеристики производственных механизмов:  

1 – активная; 2 – сухого трения; 3 – вязкого трения; 4 – вентиляторная;  

5 – постоянства мощности 
 

Моменты сопротивления Мс.пол имеют активный или реактивный 

характер. Нагрузки активного характера обусловлены потенциальны-

ми силами и не меняют своего направления при изменении направле-

ния движения ИМ. Нагрузки реактивного характера обусловлены си-

лами трения, которые всегда действуют в направлении, противопо-

ложном направлению движения. 

Механизмы также классифицируются по типу нагрузки на ИМ в 

зависимости от скорости: 

 механизмы с нагрузкой, не зависящей от скорости n = 0, 

c.полM const  (подъемные механизмы лебедок кранов, лифтов, подъ-

емников) с активным характером момента; 

 механизмы с моментом сопротивления типа сухого трения 

n = 0,  с.пол с.полM M sign  . Следует заметить, что коэффициент 

трения покоя значительно больше коэффициента трения при движе-

нии, поэтому статический момент сухого трения в области низких 

скоростей будет существенно большим (см. штриховые линии на 

рис. 11). Такую механическую характеристику имеют: 

  механизмы с нагрузкой реактивного характера (механизмы 

поворота передвижения); 

  механизмы с нагрузкой типа вязкого трения n = 1, 

с.пол втM   , где βвт – коэффициент вязкого трения;  

ω
5 4

3

Мс.пол

1

2
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 механизмы с вентиляторным характером нагрузки n = 2, 

 
2

с.пол с.н нM M   (центрифуги, центробежные насосы и вентиля-

торы, гребные установки судов);  

 механизмы с нагрузкой типа постоянной мощности n = –1, 

 с.пол с.н нM M    (механизмы металлорежущих станков, моталки). 

Ряд механизмов имеют момент нагрузки, зависящей от углового 

положения вала ИМ  сМ f  . Причиной появления периодиче-

ских нагрузок, зависящих от угла поворота вала двигателя, являются 

нелинейные кинематические связи типа кривошипно-шатунных, экс-

центриковых, кулисных механизмов (прессы, поршневые насосы, ле-

тучие ножницы). 

«Статические нагрузки могут быть случайными функциями от 

времени, которые характеризуются статистическими параметрами: ма-

тематическим ожиданием, дисперсией, спектральной плотностью. Такой 

характер имеют механизмы буровых машин, экскаваторов, шаровых и 

дисковых мельниц, ветровая нагрузка, действующая на антенны, краны 

и другое оборудование, установленное на открытом воздухе» [23]. 

При определении приведенного статического момента Мс фор-

мула (2.59) удобна для использования тогда, когда все действующие 

силы и моменты в двигателе, передаточном и исполнительном меха-

низмах определены. Моменты потерь в двигателе и передачах имеют 

вид момента сухого трения со слабой вентиляционной составляющей, 

обусловленной самовентиляцией двигателя. Обычно потери в пере-

дающем и исполнительном механизмах неизвестны, и для их учета 

используется КПД механизма 
 

импмимniмех ......   21 ,   (2.62) 
 

где niпм ......  21   – КПД передаточного механизма; 

i  – КПД элементов кинематической цепи; 

им  – КПД исполнительного механизма. 

Если известен полезный момент нагрузки исполнительного ме-

ханизма, то для прямого направления передачи энергии от электро-

двигателя к исполнительному механизму (двигательный режим) 

(рис. 12), исходя из равенства мощностей 
 

11 



 М

М
М

мех

мехмех
с  .    (2.63) 



51 
 

 

Рис. 12. Механическая часть ЭМС 

 

Тогда момент сопротивления на валу двигателя 
 

М
i

М
М

мех

мех
с 

0
,    (2.64) 

 

где M – момент механических потерь в двигателе; 

niмех i...i...ii/i 2110    – общее передаточное число от двига-

теля к исполнительному механизму. 

При обратном направлении потока энергии (тормозной режим 

работы двигателя) уравнение баланса мощностей имеет вид 
 

11  МММ мехмехмехс  .   (2.65) 
 

Следовательно, 

М
i

М
М мех

мех
с  

0

.   (2.66) 

 

Момент механических потерь в двигателе невелик, составляет 

1–5 % номинального момента двигателя, причем большие значения 

его соответствуют двигателям небольшой мощности. Если значение 

M определить трудно, то его можно ориентировочно оценить по 

этим данным. Во многих практических случаях полагают M = 0, так 

как точность определена. Ммех невелика, формулы приведения мо-

мента статической нагрузки к валу двигателя принимают вид: 

 для прямого направления передачи энергии (двигательный 

режим работы двигателя) 
 

мех

мех
с

i

М
М

0
 ;                    (2.67) 

 

ЭД ПМ
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 для обратного (тормозной режим работы) 
 

0i

М
М мехмех

с


 .    (2.68) 

 

При поступательном движении исполнительного механизма 

уравнение баланса мощностей при прямом направлении потока энер-

гии и M = 0, получим 
 

мех

мехмех
с

VF
М


 1 .    (2.69) 

 

Тогда  
 

мех

мех
c

F
М




 .     (2.70) 

 

Для обратного направления потока механической энергии 
 

мехмехc FМ   .    (2.71) 
 

Однако КПД передающего механизма является величиной пере-

менной, зависящей от нагрузки, определяющей постоянные и пере-

менные потери в передаче. 

Потеря момента в передаче для двигательного режима 
 












 1

1

00 пм
мехмех

пм

мех

им

мех

импм

мех
пм ММ

М

i

М

i

М
М


, (2.72) 

 

где 
им

мех
мех

i

М
М

0
  – момент механизма, приведенный к валу двигателя. 

При допущении, что в тормозном режиме имеет место такая же 

потеря момента, получим значение момента сопротивления на валу 

двигателя в режиме торможения  
 

пм

пм
мех

пм
мехмехпммехс ММММММ







12
1

1 









 . (2.73) 

 

Для (2.73) возможны два случая: 

 при пм  > 0,5 и Мс > 0, что соответствует тормозному режиму 

работы двигателя. В случае грузоподъемных механизмов – это опус-
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кание груза, когда момент от действия груза на валу двигателя Мс 

превышает момент потерь Мпм в передаче. Имеем так называемый 
тормозной спуск; 

 при пм  < 0,5 и Мс < 0, что соответствует не тормозному ре-

жиму, а двигательному режиму работы двигателя. Имеет место так 
называемый силовой спуск (например, при опускании грузоподъем-
ного механизма).  

Потери момента в передачах приближенно выражаются через 
две составляющие, одна из которых для данной передачи является 
величиной постоянной, а вторая пропорциональна величине переда-
ваемого момента: 

 

переднспм МвМаМ  .
,   (2.74) 

 

где а – коэффициент постоянных потерь; 
в – коэффициент переменных потерь; 
Мс.н – номинальный момент передачи; 
Мперед – передаваемый момент, равный моменту на выходном ва-

лу передачи (по направлению передачи энергии). 

Для установившегося двигательного режима мехперед ММ  , КПД 

передачи  
 

  пммех

мех

пммех

мех
пм

ММ

М

ММ

М

РР

Р



















2

2 , (2.75) 

 

где  мехМР 2  – мощность на выходном валу передаточного меха-

низма; 

пмМР   – потери мощности в передаточном механизме. 

Подставив (2.74) в (2.75), получим 
 

в
К

а

з

пм





1

1
 ,    (2.76) 

где  
н.с

мех
з

М

М
К


  – коэффициент загрузки. 

При номинальной загрузке Кз = 1 
 

ва
н.пм




1

1
 .                (2.77) 
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Из (2.76) находим коэффициент в и окончательное выражение 

для КПД 













1
11

1

зн.пм

пм

К
а



 .    (2.78) 

 

Следовательно, КПД передаточного механизма является функ-
цией коэффициента нагрузки и номинального КПД, так как коэффи-
циент постоянных потерь зависит от номинального КПД и для ряда 
передач приводится в справочниках. Так, для зубчатых передач ко-
эффициент постоянных потерь практически линейно зависит от но-
минального КПД (рис. 13). С учетом того что для многих передач 

н.пм 0,8–0,9, можно ориентировочно принять а = 0,07–0,1 и по (2.78) 

рассчитать КПД передачи при частичной загрузке. 
 
 

 
а) б) 

Рис. 13. Зависимости коэффициента постоянных потерь от номинального 
КПД (а) и КПД от нагрузки (б) 

 
Для более точного учета потерь, в том числе и в переходных ре-

жимах, используют метод непосредственного расчета потерь в пере-
дачах [49]. 

Для двигательного установившегося режима 
 

  н.смехпммехс МавММММ  1 .  (2.79) 
 

При тормозном установившемся режиме 
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В двигательном режиме при переходном процессе пуска 
 

  .
dt

d
JвМавМ

dt

d
JвМвМаМ

dt

d
JММ

мн.смех

ммехн.смехммехс









1
      

(2.81) 

 

Подставив (2.81) в уравнение движения 
 

 
dt

d
JJМM мдс


  ,    (2.82) 

 

получим  
 

dt

d
JМM э.с


 ,    (2.83) 

 

где   н.смехэ.с МавMМ  1 ;  вJJJ мд  1  –          (2.84) 
 

– эквивалентные статистический момент сопротивления и момент 

инерции электропривода; 

δ = 1,1–1,3 – коэффициент, учитывающий момент инерции дви-

гателя и передаточного механизма; 

Jд – момент инерции ротора двигателя. 

Для тормозного режима в переходном процессе передаваемый 

через передаточный механизм момент равен  
 

dt

d
JMМ дпер


 ,    (2.85) 

 

где М – момент двигателя в переходном процессе. 

Тогда  
 

dt

d
JвМвМаММММ дн.смехмехс


 .  (2.86) 

 

Подставив (2.86) в уравнение движения (2.85), найдем 

 

dt

d
JМM э.с




, 
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где 
в

МаМ
М нсмех

эс





1

.

. ; 
 

в

JJв
J мд

э





1


–        (2.87) 

– эквивалентный статистический момент и момент инерции привода 

при торможении. 

Как видно из полученных соотношений (2.86) и (2.87), эквива-

лентные статистические моменты при пуске и торможении равны ста-

тистическим моментам в установившемся двигательном и тормозном 

режимах. Учет потерь в передаточном механизме привел к тому, что 

кажущийся эквивалентный момент инерции при пуске стал больше 

момента инерции электропривода, а при торможении – меньше. 

 

2.16. Расчет кинематических зазоров в передачах 
 

Зазоры (люфты) являются характерной особенностью механиз-

мов, имеющих зубчатые, цепные, реечные и червячные передачи, а 

также передачи винт-гайка (за исключением шариковых винтовых 

передач, где производится выборка зазора). Минимально допустимые 

зазоры в зацеплении определяются технологическими допусками и 

возможным изменением размеров зубьев при их нагреве. Ниже в 

табл. 10–13 приведены значения гарантированного (минимального) 

бокового зазора minз  для различных видов передач. 

 
Таблица 10 

Цилиндрические зубчатые передачи 
Межосевое  

расстояние меж-

ду валами, мм 

До 80 80–125 125–180 180–250 250–315 315–400 400–500 

 minз , мкм 120 140 160 185 210 230 250 
 

Таблица 11 

Зубчато-реечные передачи 
Размер делительной окружности 

зубчатого колеса, мм 
До 80 80–125 125–180 180–250 250–315 

minз , мкм 120 140 160 185 210 
 

Таблица 12 

Конические передачи 
Размер большого колеса передачи  

по средней линии зацепления, мм 
До 50 50–100 100–200 200–400 

minз , мкм 100 120 160 210 
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Таблица 13  

Червячные передачи 
Межосевое 

расстояние, мм 
До 80 80–120 120–180 180–250 250–315 315–400 400–500 

minз , мкм 130 150 170 200 220 240 360 

 

Расчетные значения зазоров по сравнению с табличными реко-

мендуется увеличивать в 1,5–2 раза, вследствие допусков на их изго-

товление и износ в процессе эксплуатации. Суммарный зазор зубча-

той передачи, приведенный к валу двигателя, рад 
 









n

i
ii

iз

зпз
iD

K
1

min2
 ,        (2.88) 

 

где iminз  – гарантированный боковой зазор i-й передачи; 

Di – диаметр зубчатого колеса по средней линии зацепления 

(значения iminз  и Di должны иметь одинаковую размерность); 

ii – передаточное отношение между i-м валом и валом двигателя; 

K ≈ 1,5–2. 

Зазоры есть и в подъемно-транспортных машинах, когда связь 

между грузом и барабаном нарушается образованием слабины каната. 

Зазоры оказывают неблагоприятное влияние на работу электро-

привода: снижают точность выполнения технологических операций 

рабочими машинами; ускоряют износ передач за счет возникновения 

при выборе зазоров динамических ударов. 

В реальных механических передачах зазор не сосредоточен, а 

складывается из нескольких зазоров элементов передачи, совершаю-

щих вращательное и поступательное движения. Величина суммарно-

го углового зазора, приведенного к валу двигателя, определяется со-

отношением: 
 









m

j
j

зj
n

i
iзiз

S
i

11 
 ,   (2.89) 

 

где зi  – действительный зазор, выраженный в угловом перемеще-

нии i-го вала; 

зjS  – действительный зазор, выраженный в линейном переме-

щении j-й массы.  
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3. РАСЧЕТНЫЕ СХЕМЫ МЕХАНИЧЕСКОЙ ЧАСТИ  

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

Исследование динамических режимов многомассовых систем 

осложнено, с одной стороны, «отсутствием количественных характе-

ристик всех элементов и связей, с другой – наличием ряда второсте-

пенных факторов, мало влияющих на условия движения элементов 

системы, но значительно усложняющих ее исследование. Поэтому 

достоверные результаты, дающие представление о взаимодействии 

основных элементов механической части системы, могут быть полу-

чены лишь тогда, когда удается составить достаточно простую рас-

четную схему реальной ЭМС» [33], удовлетворительно отражающую 

её свойства. 

Основой для составления расчетных схем являются кинематиче-

ские схемы. Из рис. 3 видно, что механическая часть, в общем случае, 

представляет собой многомассовую систему с распределенными па-

раметрами, инерционные массы которой «движутся с различными 

скоростями и могут совершать как вращательное, так и поступатель-

ное движение» [33]. 

 

3.1. Упрощение расчетных схем 

 

«Упрощение динамических расчетов достигается прежде всего 

тем, что все распределенные параметры представляются в виде со-

средоточенных» [33] – это движущиеся массы mj, моменты инерции 

Ji, упругости и податливости при растяжении-сжатии Сj, ej, при кру-

чении Сi, ei, зазоры в передачах ΔSзj, Δφзi. Здесь индекс j соответству-

ет элементам, совершающим поступательное движение, а индекс i – 

элементам с вращательным характером движения. «Дальнейшее 

упрощение расчетной схемы достигается приведением ее к одной 

скорости. В качестве звена приведения может быть выбран любой 

вращающийся или поступательно движущийся элемент» [33]. Чаще 

всего в качестве звена приведения выбирают вал двигателя. Условием 

соответствия приведенной расчетной схемы является равенство их 

энергетического запаса. Формулы приведения даны в табл. 14. На 

рис. 14 приведены основные виды передаточных механизмов. 
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Таблица 14 

Приводимый 

параметр 

Приведение 

вращательных 

движений 

Приведение по-

ступательного 

движения к вра-

щательному 

Приведение 

вращательного 

движения к по-

ступательному 

Угол поворота iiпрi i   



j

прj

S
  iпрiS   

Угловая скорость iiпрi i   



j

прj

v
  iпрiV   

Кинематический зазор iзiзпрi i   



j

зпрj

S
  зизрiS   

Момент, усилие 
i

i
прi

i

M
М   jпрj FМ   


i

прi

М
F   

Жесткость 2
i

i
прi

i

C
C   2jпрj CC   

2
i

прi

C
C   

Податливость eпрi = ei
2
ii  

 
eпрi = ei

2  

Момент инерции, 

масса 2
i

i
прi

i

J
J   2jпрj mJ   

2
i

прi

J
m   

Коэффициент есте-

ственного механиче-

ского демпфирования 
2
i

i
прi

i


   2 iпрj   

2




j

прi   

 

В табл. 14 ii 1  – передаточное число от двигателя к i-му 

элементу передачи; 1 jV  – «радиус приведения, равный отно-

шению линейной скорости i-го элемента к скорости вращения вала 

двигателя» [33]. 

Передаточное число ступени редуктора (рис. 14а) равно 
 

1

2

2

1

Z

Z
i 




,        (3.1) 

 

где  Z1, Z2 – число зубьев ведущего и ведомого колес редуктора. 

Передаточное число многоступенчатого редуктора ,ni...iii  21  

где n – число ступеней редуктора. 

2

j

прj

e
e e

e
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а) б) 

 

 
в) г) 

 

 

д) е) 

 
ж) 

Рис. 14. Передаточные механизмы: зубчатая передача (а), ременная и цепная 

передачи (б), реечная передача (в), подъемная лебедка (г), передача винт-гайка 

(д), кривошипно-шатунный механизм (е), эксцентриковый механизм (ж) 
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Передаточные числа ременной и зубчатой передач (рис. 14б) 
 

1

2

1

2

2

1

Z

Z

d

d
i 




,     (3.2) 

 

где  d1, d2 – диаметры ведущего и ведомого шкивов;  

Z1, Z2 – число зубьев ведущей и ведомой звездочек.  

Радиус приведения реечной передачи (рис. 14в), м  
 

21

dV



 .      (3.3) 

 

Радиус приведения подъемной лебедки (рис. 14г) 
 

21






dV
 .      (3.4) 

 

Радиус приведения передачи винт-гайка (рис. 14д) 
 




2

4

1

ZtlV ш ,     (3.5) 

 

где l, V – линейные перемещение, скорость; 

φ, ω – угловые перемещение, скорость; 

tш – шаг винта; 

Z4 – число заходов червяка. 

Радиус приведения кривошипно-шатунного механизма (рис. 14е) 

при условии l >>R 
 

tsinR
V

1
1




  .               (3.6) 

 

Радиус приведения эксцентрикового механизма (рис. 14ж)  
 

tsinh
V

1
1




  .                     (3.7) 

 

На рис. 3г представлена кинематическая схема механизма подъ-

емной лебедки, на рис. 3ж – расчетная схема при приведении к вра-

щательному движению вала двигателя 1, а на рис. 3з – к линейной 

скорости перемещения груза Vмех. 

После составления полной расчетной схемы пренебрегают ря-

дом второстепенных факторов, например упругостью отдельных эле-
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ментов, трением в кинематических цепях, естественным механиче-

ским демпфированием и т. д., помня при этом, что основные законо-

мерности движения многомассовых систем определяются наиболь-

шими массами и податливостями упругих связей. Выделение в рас-

четных схемах основных масс и связей обычно не вызывает затруд-

нений. Если выделение основных масс и связей затруднено, можно 

воспользоваться методом обоснованного последовательного упроще-

ния расчетных схем [45], позволяющего расчетную схему с n-дис-

кретными массами привести к системе с m (m < n) дискретными мас-

сами, у которых собственные частоты и формы колебаний будут с до-

статочной точностью совпадать с соответствующими характеристи-

ками исходной системы. 

Расчетную схему можно разбить на отдельные (парциальные) 

системы для вращательного и поступательного движения (рис. 15). 
 

 
а) б) 

 
в) г) 

Рис. 15. Переход от двухмассовой парциальной системы  

при вращательном (а) и поступательном (в) движении к соответствующим 

 эквивалентным одномассовым (б, г) системам 
 

Собственная парциальная частота двухмассовой системы (рис. 15а) 

согласно [45] 
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а для одномассовой (рис. 15б) 
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Для поступательного движения (рис. 15в,г) 
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Тогда при переходе от двухмассовой парциальной системы 
(рис. 15а) к эквивалентной одномассовой (рис. 15б) значения приве-
денных параметров рассчитываются по формулам: 
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При обратном переходе от одномассовой системы (рис. 16а) к 
эквивалентной двухмассовой (рис. 16б) формулы для расчета приве-
денных параметров примут вид: 
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Рис. 16. Переход от одномассовой (а) к эквивалентной  
двухмассовой (б) системе 

 
Аналогичные зависимости имеют место и для расчетных схем с 

поступательным характером движения при соответствующей замене 
Ji , Ci на mj, Сj. 

Если парциальное звено оказывается краевым, то при преобра-
зовании от «а» к «б» остается свободный упругий участок, который 
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отбрасывают. Если при преобразовании от «а» к «б» одна из масс 

преобразованной системы сливается с жесткой заделкой – ее исклю-
чают из рассмотрения. 

При преобразованиях расчетных схем, с целью уменьшения 

числа масс, их разбивают на парциальные участки типа «а» и «б», и 

для каждого из участков рассчитываются парциальные частоты. На 

тех участках, где парциальные частоты п > mах, производится со-

кращение масс путем преобразования парциальных систем. Если ис-

ходная парциальная схема имеет вид «а», то она преобразуется в тип 

«б» с объединением первой и второй масс в одну. Если исходная си-

стема имеет вид «б», то она преобразуется в тип «а» с разделением 

массы на две части и добавлением этих частей к массам, лежащим 

слева и справа от этого участка. Таким образом, при преобразовании 

какой-либо парциальной системы происходит сокращение одной мас-

сы и уменьшение на две единицы порядка дифференциального урав-

нения. Данные преобразования продолжаются до тех пор, пока пар-

циальные частоты не будут меньше допустимой mах.  

В качестве примера рассмотрим упрощение восьмимассовой 

расчетной схемы, значения моментов инерции масс и величины по-

датливостей между массами указаны на рис. 17а. Расчетная схема 

разбивается на пять парциальных систем типа «а» и шесть – типа «б». 

Рассчитываются значения парциальных частот по формулам (3.8), 

(3.9). Максимальное значение па.max = 2860 1/с в парциальной систе-

ме «а». Далее рассчитываем парциальные частоты преобразованной 

системы (рис. 17б), в которой выделаем две парциальные системы 

типа «б» с максимальными частотами 1900 и 1860 1/с, которые пре-

образовываются в две парциальные системы типа «а». Получаем пя-

тимассовую систему (рис. 17в). На следующем этапе преобразуются 

две парциальные системы типа «б» с частотами 1120 и 799 1/с. В ре-

зультате переходим к трехмассовой системе (рис. 17г). Трехмассовая 

система имеет две резонансные частоты, которые при отсутствии 

демпфирования равны 
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а) 
 
 

 
б) 
 
 

 
в) 
 

 
г) 
 

 
д) 

Рис. 17. Последовательность упрощения расчетной схемы: восьмимассовая (а), 

семимассовая (б), пятимассовая (в), трехмассовая (г), одномассовая (д) 
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Здесь J1 = 1,61, J2 = 0,409, J3 = 0,291 кг·м2; е1 =37,51·106, 

е2 = 65,29·10-6 рад/Н·м; γ1 = 4,94, γ2 = 1,71, γ3 = 5,65; 2
1  = 1,656·104, 

  2
2  = 5,264·104 1/с2. 

Согласно (3.13) получим р1 = 190, р2 = 368 1/с. 

В том случае, если вторая резонансная частота больше интересуе-

мой нас области частот max, то после очередного преобразования мож-

но перейти к двухмассовой расчетной схеме с резонансной частотой 
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Здесь J1 = 1,87, J2 = 0,441 кг·м3; е = 102,8·10-6 рад/Н·м. 

Если данная частота 12 много больше max, то механическую 

часть системы можно представить в виде одномассовой (жесткое 

приведенное звено) с 21 JJJ  =1,87 + 0,441 = 2,311 кг·м2 , е = 0. 

В большой группе механизмов энергия от электродвигателя к 

исполнительному органу передается через протяженные цепные, лен-

точные, канатные, длинные валы (колонны бурильных труб), которые 

представляют собой звенья с ярко выраженными распределительны-

ми параметрами, динамические процессы в которых описываются не-

линейными дифференциальными уравнениями в частных производ-

ных. Наиболее простой способ совместного решения диффе-

ренциальных уравнений с частными производными, описывающих 

элементы с распределенными параметрами, и линейных дифференци-

альных уравнений, описывающих поведение остальных элементов с 

сосредоточенными параметрами, – приведение системы с распреде-

ленными параметрами к многомассовой системе с сосредоточенными 

параметрами [21, 44]. 
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Переходные процессы в таком случае описываются с помощью 

линейных дифференциальных уравнений. Число сосредоточенных 

масс выбирается из условия основных частот собственных колебаний 

в системах с сосредоточенными и распределенными массами. С ро-

стом числа сосредоточенных масс и усложнением расчетной схемы 

возрастает спектр частот колебаний, однако основная частота при 

рассматриваемых соотношениях моментом инерций изменяется мало 

и практически не отличается от частоты колебаний для двух- и трех-

массовых систем. Это позволяет рассматривать системы с распреде-

ленными параметрами в виде простых двух- и трехмассовых схем. 

Установлено, что «основное влияние на динамику оказывают 

первая и вторая резонансная частоты» [5, 14, 38], которые определя-

ются наибольшими массами и податливостями. Поэтому «приведение 

многомассовых систем к трехмассовой расчетной схеме (рис. 18а), 

двухмассовой (рис. 18б) и в случае 12 >> max к одномассовой 

(рис. 18в) обеспечивает удовлетворительное отражение динамики ме-

ханической части ЭМС» [33].  

На рис. 18 М12, М23 – моменты упругих связей, а J  и Мc – при-

веденные суммарные моменты инерции и моменты сопротивления 
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б) в) 

Рис. 18. Расчетные схемы трехмассовой (а), двухмассовой (б), 

одномассовой (в) систем механической части 
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3.2. Уравнения движения механической части  

электромеханических систем 
 
Механическая часть электропривода представляет собой систему 

твердых тел, на движение которых наложены ограничения, определяе-
мые механическими связями. Уравнения механических связей устанав-
ливают соотношения между перемещениями или скоростями движения 
отдельных масс. Связи, дифференциальные уравнения которых уста-
навливают соотношения между скоростями масс в системе, интегриру-
ются и могут быть представлены в конечном виде. Такие связи получи-
ли в механике название голономных [11]. В системах с голономными 
связями число независимых переменных – обобщенных координат, 
определяющих положение системы, равно числу степеней свободы си-
стемы. Использование расчетных схем, в которых приведенный момент 
инерции и коэффициент жесткости вычисляются из равенства кинети-
ческих и потенциальных энергий, предопределяет составление диффе-
ренциальных уравнений при динамических расчетах с помощью урав-
нения Лагранжа второго рода. Широкое распространение получил так-
же метод кинестатики – формальный прием, дающий возможность за-
писать уравнение движения в виде уравнений равновесия. 

Для системы с n-степенями свободы уравнение Лагранжа второ-
го рода имеет следующий вид: 
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,     (3.15) 

 

где i =1, 2, 3, … , n, iq , iq  – обобщенные координаты и обобщенные 

скорости; 

 iпF  – сумма обобщенных сил, соответствующая восстанавли-

вающим силам; 

 iRF  – сумма обобщенных сил, соответствующих силам сопро-

тивления; 
Wк – кинетическая энергия системы. 
Когда обобщенная сила консервативна, т. е. соответствует вос-

станавливающим силам, имеющим потенциал, она может быть пред-
ставлена в виде 

i

п
iп

q

W
F




 ,     (3.16) 

где Wп – потенциальная энергия системы. 
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Если среди сил, действующих на систему, имеются силы сопро-

тивления типа вязкого трения, линейно зависящие от скорости вида q , 

то вводится диссипативная функция Релея или функция рассеяния: 





n

i
iipiW

1

2 2  – при вращательном движении; 





m

j
jjpj VW

1

2 2  – при поступательном движении, 

где i , j  – коэффициенты диссипации (рассеяния) энергии. 

Частная производная от этой функции по скорости (со знаком 

минус) дает обобщенную силу сопротивления 
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Следовательно, уравнение Лагранжа в общем случае имеет вид 
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,    (3.18) 

 

В основу метода кинестатики положен принцип Даламбера, из 

которого следует, что в каждый момент времени действующие на те-

ло внешние силы FjR и силы реакций связей Fjп, уравновешиваются 

силой инерции 

0
11
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j
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Сила инерции для тела, имеющего массу m, равна: 
 

dt

dV
mFи  ,     (3.20) 

 

где dtdV  – ускорение массы тела. 

Для вращательного движения твердого тела 

0
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i
iR MMM ,   (3.21) 

 

где МiR, Мiп – действующие на тело внешние моменты и моменты 

реакций связей; 



70 
 

dt

d
JМи


  – момент, создаваемый силами инерции. 

Уравнение Лагранжа для трехмассовой расчетной схемы 

(рис. 18а), где в качестве обобщенных координат выбраны углы по-

ворота масс 1, 2, 3, запишутся следующим образом 
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  (3.22) 

 

где 
222

2
33

2
22

2
11  JJJ

Wк  – запас кинетической энергии системы; 
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2
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2
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СС

Wп  – запас потенциальной энергии; 

  11 сR ММ ,   22 сR ММ ,   33 сR ММ  – внешние мо-

менты, действующие на первую, вторую и третью массы. 

Вычислим производные, входящие в уравнение (3.22): 
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Подстановка производных и внешних моментов в (3.22) приво-

дит к системе уравнений, описывающих движение трехмассовой рас-

четной схемы: 
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где  211212   СМ ,  322323   СМ  – упругие моменты, дей-

ствующие между движущимися массами системы. 
Используя принцип Даламбера, запишем 
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где 11 сR МММ  , 121 ММ п  , 
dt

d
JМ и

1
11


 ; 

22 сR ММ  , 23122 МММ п  , 
dt

d
JМ и

2
22


 ; 

33 сR ММ  , 233 ММ п  , 
dt

d
JМ и

3
33


 . 

 

После подстановки значений внешних моментов реакций связей, 
создаваемых силами инерции, система (3.24) приводится к системе 
уравнений (3.23). 

Система уравнений, описывающая движение двухмассовой рас-

четной схемы, получается из (3.23) при J3 = 0, 3сМ = 0 и М23 =0:  
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    (3.25) 

 

Математическое описание движения одномассовой расчетной 

схемы (рис. 18в) получим из (3.25), положив 211 JJJJ   , 

21 ссс МММ  , М12 = 0, J2 = 0,  = 1 = 2: 
 

dt

d
JММ с


 .     (3.26) 
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3.3. Структурные схемы механической части 

электромеханических систем 
 
В теории автоматического управления для исследования дина-

мических режимов ЭМС широко используются методы математиче-
ского описания с помощью структурных схем, составленных из типо-
вых звеньев (Приложение). 

В операторной форме записи по Карсону – Хевисайду при за-
мене d/dt ≓ p уравнения движения трехмассовой расчетной схемы 
(3.23) примут вид: 
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       (3.27) 

 

Уравнения (3.24) позволяют составить структурную схему трех-
массовой упругой системы (рис. 19а). 

Аналогично уравнения (3.25) и (3.26) позволяют составить 
структурные схемы двухмассовой (рис. 19б) и одномассовой 
(рис. 19в) расчетных схем. 

 

 
а) 
 

 

 

б) в) 

Рис. 19. Структурные схемы трехмассовой (а), двухмассовой (б)  
и одномассовой (в) расчетных схем 

Мс1

М12

М

J1 р

1 ω1

ω2

Мс2

ω2М12

М23

Мс3

ω3М23

J3р

1

ω3

р

С12

J2р

1

р

С23

Мс1

М12

М

J1 р

1 ω1

ω2

р

С12

Мс2

J2р

1 ω2М12

Мс

ωМ

JΣр

1



73 
 

3.4. Уравнения движения механизмов с переменным  

соотношением между скоростями рабочего органа и двигателя 

 

У ряда механизмов «приведенный момент инерции и момент 

сопротивления зависят от их положения» [33] вследствие переменно-

сти передаточного числа между двигателем и механизмом. Это кри-

вошипно-шатунный механизм, кулисный, а также механизмы с пере-

менным положением центра тяжести относительно оси вращения. 

Для составления уравнения движения одномассовой расчетной 

схемы, у которой момент инерции  fJ   и момент сопротивле-

ния  fMс   являются функциями угла поворота, воспользуемся 

уравнением Лагранжа 
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где 
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Образуем производные, входившие в уравнение (3.28): 
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После подстановки производных в (3.28), учитывая, что 

ddt  , получим уравнение движения: 
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2
.   (3.29) 

 

Уравнение (3.29), в отличие от (3.26), состоит из двух частей: 

одна связана с изменениями скорости движения, другая – с изменени-

ем кинетической энергии системы из-за переменности приведенного 

момента инерции. 

Рост числа степенной свободы механических систем с перемен-

ным соотношением между скоростями двигателя и механизма суще-

ственно усложняет получение уравнений движения. Наибольшие 

трудности вызывает математическое описание многосвязных взаимо-

действующих механизмов манипуляторов промышленных роботов. 

Последовательность составления уравнений рассмотрим на 

примере движения плечевого, локтевого и кистевого суставов руки 
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манипулятора (рис. 20) в плоскости x, y. Здесь φi – угол поворота вала 

нагрузки каждой степени свободы; li, mi – длина звена и его масса; ri – 

расстояние центра тяжести звена до его оси вращения; Мi, ∆Мi – элек-

тромагнитные моменты двигателей и моменты потерь на трение; 

i = 1, 2, 3 – число степеней свободы. 
 

 
Рис. 20. Кинематическая схема движения плечевого, 

 локтевого и кистевого суставов руки манипулятора 

 

Выразим координаты центров тяжести масс в осях x, y (соответ-

ственно x1, y1, x2, y2 и x3, y3) через обобщенные координаты системы 

φ1, φ2, φ3 [31]: 
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Выражение кинетической энергии, входящее в уравнение Ла-

гранжа 2-го рода, запишется в виде: 
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где  
222
iii yxV    – квадрат скорости центра тяжести i-го звена. 
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Квадраты скоростей движения центров тяжести будут равны: 
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 (3.32) 

 

где 21   ; 321   ; 11   ; 22   ; 33   . 

Подставив значения квадратов скоростей из (3.31) в (3.30), по-

лучим выражение для определения запаса кинетической энергии 
 

      

 
   

     
    .cosrlm

cosrlmcosllm

cosrlmrm

lmrmmmlrmWк
























32332121

1313321112
2
13

1212211
2

33

2
321

2
23

2
2

2
2

2
21

32
2
111

2
1

2

22

    (3.33) 

 

Потенциальная энергия системы запишется в виде: 
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где  g – ускорение свободного падения. 

При малых отклонениях от положения равновесия можно счи-

тать, что 

  11 cos ; 
2

1
2
1

 cos ;   1 cos ; 

  11 cos ; 
2

1

2
cos ; 

2
1

2
 cos . 

(3.35) 

 

Выражения кинетической и потенциальной энергий с учетом 

(3.35) будут выглядеть следующим образом: 
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Подставив (3.36) и (3.37) в уравнения Лагранжа (3.15) и сделав 

необходимые преобразования, получим уравнения движения системы: 
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(3.38) 

 

Выражения коэффициентов: 
 

   2
3213

2
212

2
1111 rllmrlmrma  ; 

 2
323

2
2222 rlmrma  ; 

2
3333 rma  ; 

      321
2

32312
2

2212 rllrlmlrrma  ; 

 213
2

3313 llrrma  ;  233323 lrrma  ; 

   32132121111 rllmrlgmrmC  ; 

 3232222 rlgmgrmC  ; 3333 grmC  ; 

 323222112 rlmgrmCC  ; 333113 grmCC  ; 

333223 grmCC  . 
 

Следовательно, рост числа степеней свободы системы увеличи-

вает число взаимных связей, и составление математического описа-

ния динамики механической части системы осложняется. 
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3.5. Расчет резонансных частот  

многомассовой механической системы 

 
Структурная схема многомассовой динамической модели меха-

нической системы без учета естественного механического демпфиро-

вания, которое в реальных системах мало и слабо влияет на величину 

резонансных частот, приведена на рис. 21. 
 

 

 
Рис. 21. Структурная схема многомассовой системы 

 

Система рис. 21 описывается дифференциальными уравнениями 

12 n  порядка. Один корень характеристического уравнения будет 

нулевым. Если не учитывать силы внешнего и внутреннего трения, 

остальные (2n – 2) корни будут мнимыми ( ij , i = 1, 2,…n – 1), по-

скольку затухание процессов в системе отсутствует и вещественные 

части корней равны нулю. При учете демпфирования корни будут 

комплексными  ii j . «Мнимые части корней характеризуют соб-

ственные частоты свободных колебаний системы» [33]. Здесь частоты 

собственных колебаний при наличии демпфирования ниже, чем при 

его отсутствии, и эта разница тем выше, чем больше демпфирование. 

Следовательно, расчет собственных частот колебаний механиче-

ской системы сводится к нахождению корней характеристического 

уравнения системы. 

Так передаточная функция трехмассовой системы (рис. 19а) по 

управляющему воздействию при выходной переменной ω3 
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Корни характеристического уравнения: 
 

р1=0; 









2123

2
11

2 a
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jp ; 










2245

2
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2 a
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jjp , 

 

где Ω1, Ω2 – резонансные частоты колебаний трехмассовой системы; 
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3212321312

JJJ

JJJСJJJС
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 ; 
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3212312
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 . 

 

Для двухмассовой системы (рис. 19б) 
 

 
 
    2

12
2

21

2
122

2
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 .      (3.41) 

 

Корни характеристического уравнения: 
 

р1=0; 1221  jp , , 
 

где   21211212 JJJJС   – резонансная частота колебаний 

двухмассовой системы. 
Задачу расчета резонансных частот многомассовых систем мож-

но решать не прибегая к выводу характеристического уравнения, ис-
пользуя готовые пакеты программ на ЭВМ [19]. 

В [23] даются условия перехода от трехмассовой системы меха-
нической части к двухмассовой при допустимом пренебрежении 
высшими резонансными частотами. Уравнение движения трехмассо-
вой системы при постоянстве М и нулевых значениях нагрузки Мс1 и 
Мс2 в операторной форме при р ≓ d/dt запишется в виде 
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pp 1
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,    (3.42) 

где  
321

1
JJJ

M


  – среднее ускорение трехмассовой системы; 



79 
 

12

2

1



p

p

K

K
A  – «амплитуды колебаний с низшей частотой Ω1» [23]; 

1

1
22




pK
A  – «амплитуды колебаний с высшей частотой Ω2» [23]; 

1

2




pK . 

 

Зависимость от времени ускорения 3  запишется в виде 
 

tcosAtcosA 2211
1

3 1 



.   (3.43) 

 

«Так как высшей частоте соответствует меньшая амплитуда и к 

тому же электромеханический преобразователь является фильтром 

низких частот, то при определенных условиях колебаниями высокой 

частоты можно пренебречь. На практике чаще всего колебания высокой 

частоты не учитывают, если их амплитуда меньше 10% от амплитуды 

низкой частоты» [23], т. е. (А2/А1) ≤ 0,1, в этом случае Kp >> 3,16. 

Если отношение частот 
 

p




12

23 ,             (3.44) 

 

где    21211212 JJJJС  ;   32322323 JJJJС  , то «механическая систе-

ма может быть представлена в виде двухмассовой, в противном слу-

чае ее необходимо считать трехмассовой, иначе ошибка превысит 

10%» [23]. 

На рис. 22 показаны зависимости  13 fp   и 

 ,132311 f

 

 где 122  qqp ;  
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Рис. 22. Граничные характеристики, определяющие области идентичности 

трехмассовой и двухмассовой систем 
 

Значения параметров эквивалентной двухмассовой системы, вы-

раженные через параметры трехмассовой системы J1, J2, J3, С12, С23, 

примут вид 
 

2312

1212
11

СС

СJ
JJ экв


 ; 

2312

232
32

СС

СJ
JJ экв


 ; 

2312

2312
12

СС

СС
С экв


 . 

 

3.6. Пример расчета жесткости и частот  

собственных колебаний механизма подачи  

 

Порядок преобразования расчетных схем и определения резо-

нансных частот рассмотрим на примере ЭМС привода подачи с пере-

дачей винт-гайка [38]. Общая жесткость передачи определяется жест-

костью ходового винта при растяжении (сжатии) осевым тяговым 

усилием, жесткостью винта при его закручивании вращающим мо-

ментом, контактной жесткостью узла винт-гайка (для шариковой 

винтовой передачи), жесткостью осевых опор винта, жесткостью со-

единений подшипников и гайки с базовыми деталями, суммарной эк-

вивалентной крутильной жесткостью узлов кинематики, расположен-

ных между двигателем и винтом. 

Основные схемы расположения опор ходовых винтов и схемы 

соединения упругих элементов в передаче приведены на рис. 23.  
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а) 

 

 

б) 

Рис. 23. Схемы расположения опор  

ходовых длинных (а) и коротких (б) винтов и соединения  

упругих элементов 

 

При длинных винтах применяются две пары упорных подшип-

ников с предварительным натягом у каждой из опор винта (рис. 23а) 

с целью повышения осевой жесткости передачи. Короткие винты вы-

полняются с одной парой подпятников (рис. 23б). В этой схеме все 

упругие элементы соединены последовательно и эквивалентная по-

датливость передачи  
 

еэкв = е1 + е2 + е3 + е4 + е5 + е6 + е7,     

где е1 – крутильная податливость узлов кинематической связи между 

двигателем и винтом, приведенная к поступательному перемещению; 

е2 – крутильная податливость винта, приведенная к поступа-

тельному движению; 

е3 – контактная податливость узла винт-гайка; 

е4 – податливость соединения гайка – базовая деталь; 

е5 – осевая податливость винта; 

е6 – податливость упорного подшипника; 

е7 – податливость соединения подшипник – базовая деталь. 

Соотношения для расчета податливостей даны в главе 2. Осевая 

и крутильная податливости винта рассчитываются по (2.5, 2.6), в ко-

торых нужно принять d = dср (средний диаметр винта), l = х – рабо-

m

x
l

F
e1 e2 e3 e4

e7 e6 e5' e5 e6 e7

C' C''

''

m

F
e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
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чий участок винта (рис. 23б). Наименьшее значение жесткость пере-

дачи имеет в крайнем правом положении стола. 

Для схемы с двумя парами подшипников (рис. 23а) имеют место 

смешанное соединение упругих элементов. Суммарная податливость 

передачи 
 

еэкв = е1 + е2 + е3 + е4 + епар,    (3.45) 
 

где епар – результирующая податливость параллельного соединения 

элементов 
 

епар 
СС 


1

,      (3.46) 

 

 

где 

  

 

; 

  

 

–    результирующие   

жесткости параллельных ветвей. 

Тогда  
 

  

,   (3.47) 

 

где е  ; е   –  осевые податливости участков   

винта, расположенных слева и справа от ходовой гайки, где l – пол-

ная длина винта. 

Максимум податливости епар имеют место при х = 0,5·l. 

В этом случае 
 

 

 

, 

 

(3.48) 

где е5
SЕ

l


  – осевая податливость винта. 

Максимальная результирующая податливость винтовой переда-

чи (рис. 23а)  
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еmax
пар = е1 + е2 + е3 + е4 +   

 

 

. (3.49) 

 

Расчет жесткости и частоты собственных колебаний привода 

продольной подачи токарно-винторезного станка модели 16К20ФЗ 

Привод выполнен на основе шариковой винтовой передачи с ша-

гом tв = 0,01 м, приводящейся во вращение от двигателя ПБ с 

Мн = 21 Н∙м через шестеренчатую передачу с передаточным отноше-

нием i = 1. Расположение опор ходового винта соответствует рис. 23а. 

Так как основная доля элементов привода относится к поступа-

тельно движущимся частям, расчетную схему механической части 

удобно привести к поступательному движению (рис. 24). 

На рис. 24 m1 – приведенная масса двигателя и всех элементов 

на валу якоря, m2 – приведенная масса ходового винта и ведущей ше-

стерни, m3 – масса поступательно движущихся частей, е12 – приве-

денная податливость кинематической связи между валом двигателя 

ходовой гайкой (е12 = е1+е2), е23 – результирующая податливость в 

поступательно движущихся частях кинематической цепи. 

 

 
а) 

 

 
б) 

Рис. 24. Трехмассовая (а) и двухмассовая (б) расчетные схемы привода подачи 
 

Расчетную схему (рис. 24а) можно привести к двухмассовой 

(рис. 24б). 

Расчет приведенных масс 

Момент инерции якоря двигателя J1 = 0,03 кг·м3. Момент инер-

ции ходового винта, как сплошного цилиндра (см. табл. 2) при 

dв = 0,056 м (Rв = 0,028 м), длине l = 1,63 м и плотности материала 

δ = 7,8·103 кг/м3  
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01230631
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  кг/м2. 

Шаг винта tв = 0,01 м. Радиус приведения 
286

010

2 ,

,


 вt

= 0,0016 м.  

Масса вращающихся частей, приведенная к поступательному 

движению (рис. 24б), 16523
00160

01230030
22

21
1 







,

,,
m



JJ
 кг. 

Масса поступательно движущихся частей (суппорта с кареткой) 

m2 = 250 кг. 

Расчет податливости узлов кинематики между двигателем и 

винтом е1 

Податливость е1 складывается из податливости шестеренчатой 

пары, обусловленной изгибной податливостью валов и радиальной по-

датливостью подшипниковых опор зубчатой передачи е'
1 , податливо-

стью зубцов зубчатой передачи е ''
1 , соединений шестерен с валом е '''

1 . 

Податливость е'
1  определяется согласно методике подраздела 2.7. 

Расчетная схема для определения реакции опор подшипников 

приведена на рис. 25а. 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 25. Расчетная схема (а) и схема определения реакций опор (б) 
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Средний диаметр шестерен dш = 70 мм = 0,07 м. 

Окружное усилие на шестерне 600
07,0

2122

ш

н 






d

M
F  Н, где 

Мн = 21 Н∙м. 

Схема для определения реакций опор FA и FВ изображена на 

рис. 25б. Уравнение моментов относительно точки А 

63,106,00  ВFF  м, 22
63,1

06,0
600

63,1

06,0
0  FFВ Н. Тогда 

 ВА FFF 0  600 + 22 = 622 Н. 

Аналогично для реакции опоры Д 137600
55,0

08,0
ДF  Н 

ДС FFF  0
 = 600 + 137 = 737 Н. 

Подшипники в опорах А, С, Д типа 208 с внутренним диаметром 

40внd , внешним диаметром D = 80, шириной в = 18, диаметром 

шариков 712,dш  мм, число шариков z = 9, число рядов i = 1. 

Радиальные деформации в контакте тел качения при нулевом 

натяжении определим по данным главы 2. По формуле (2.25) находим:  

 для опоры А  

15,9
0127,0

1

9

622
126,0

31

32









 ROAS  мкм; 

 для опоры С 

210
01270

1

9

737
1260

31

32

,
,

,SROС 







  мкм; 

 для опоры Д 

23
01270

1

9

137
1260

31

32

,
,

,SROД 







  мкм. 

Податливость опоры В ввиду малости реакции FВ пренебрегаем. 

Так как натяг радиальных подшипников отсутствует, то коэф-

фициент натяга β = 1 и RОR SS  . 

Радиальные деформации в контакте колец подшипника с поса-

дочными поверхностями вала и корпуса находим по (2.27), приняв 

k = 1,25·10-12 м3/Н: 

 для опоры А  
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06,210
08,0

04,0
1

018,004,0

1025,16224 6
12


















RАS  мкм; 

 

 для опоры С 
 

4,210
08,0

04,0
1

018,004,0

1025,17374 6
12


















RСS  мкм; 

 

 для опоры Д 
 

46,010
08,0

04,0
1

018,004,0

1025,11374 6
12


















RДS  мкм. 

 

Результирующие радиальные деформации:  

 для опоры А  
 

ΔSRA = 9,15 + 2,06 = 11,21 мкм; 

 для опоры С  
 

ΔSRС = 10,2 + 2,4 = 12,6 мкм; 
 

 для опоры Д  
 

ΔSRД = 3,2 + 0,46 = 3,66 мкм. 
 

Ввиду короткой длины концов вала двигателя и конца ходового 
винта пренебрегаем прогибом валов ΔSy и крутильной деформацией 
вала двигателя. Тогда результирующее смещение (2.33) шестерен 

 

11 RSS  ; 22 RSS  . 
 

Величины ΔSR1 и ΔSR2 перемещения зубчатого колеса, вызванно-

го деформацией опор, найдем по формуле (2.35) при 0 RBS  
 

  6112110371
631

060
1 ,,,

,

,
SSSS RВRАRАR   мкм; 

 

    316230363612612
350

080
2 ,,,,,

,

,
SSSS RДRСRСR   мкм. 

 

Угол закручивания ведущего вала, обусловленный радиальной 
деформацией подшипников по (2.36)  
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  3
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21 108,0
035,0

103,166,11 









R

SS RR  рад. 

 

Угловая податливость от деформации подшипников 
 

е 5
3

10853
21

1080 





 ,
,

iR рад/Н·м. 

 

Величина податливости, приведенная к поступательному пере-

мещению 
 

еjR = еjR 11252 108,90016,01085,3     м/н = 9,8·10-5 мкм/Н. 

Податливость зубцов зубчатой передачи по (2.38) (b = 0,02 м, 

1cos  ) 
 

еjз
6

2

11 10452
0350020

1
106  


 ,

,,
 рад/Н·м. 

 

Приведенная к поступательному движению 
 

еjз = еjз 
12262 103,60016,010452     м/н = 6,3·10-6 мкм/Н. 

 

Податливость соединения шестерен с валами определяется по 

(2.19). Для шпоночного соединения ведущей шестерки с валом при 

d = 0,03; l = 0,02 м; z = 1; n = 0,04 м 
 

еш
4

2

12

109,0
004,002,003,0

104,6 






  рад/Н·м. 

 

Ведомая шестерня посажена на корпус горячей посадкой без 

шпонки. Ввиду высокой жесткости такого соединения его податливо-

стью пренебрегаем. Следовательно, податливость соединения шесте-

рен с валами, приведенная к поступательному движению: 
 

е III
1 = еш

10242 103,20016,0109,0     м/н = 2,3·10-4 мкм/Н. 

 

Результирующая податливость 
 

е1 = е I
1 + е II

1 + е 4465

1 1034,3103,2103,6109,8  III мкм/Н. 
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Крутильную податливость винта будем определять для среднего 

положения суппорта при x = l / 2 =1,63 / 2 = 0,815 м, так как при этом 

положении (3.47) имеет максимум податливости. Средний диаметр 

винта d = 0,056 м. 

Угловая податливость от закручивания винта определяется по 

(2.6) при 
вd 1,0 рJ
 

 

еR 5

410
101,02

0,0560,1108,1

0,815 



pGJ

K
 рад/Н·м.  

 

Значение податливости при приведении к линейному перемеще-

нию 

еR 1125 102,610,0016101,02    м/н = 2,61·10-5 мкм/Н. 
 

Податливости, обусловленные линейными деформациями 

Контактная податливость узла винт-гайка по (2.40) при 

06,0шd  м, 66z  
 

е3
3

3
101,26

100,0062,66

1 



pGJ

K
 мкм/Н. 

 

При определении податливости соединения корпус шаровой 

гайки-суппорт будем учитывать только деформацию сдвига. Площадь 

контакта S = 0,02 м2, æτ = 1·10-6 мкм·м2/Н. 

Податливость по (2.18)  
 

е4 
 

мкм/Н. 

 

Осевая податливость ходового винта (dв = 56, l = 1630 мм). 

Площадь сечения винта 
 

3
22

10462
4

560143

4




 ,
,,dвS


 м2. 

 

Податливость винта по (2.6) 
 

е5
8

311
103160

104621012

631 








 ,

,,

,

SЕ

l
 м/Н = 3,16·10-3 мкм/Н. 

5
6

105
020

101 






,S

   æ
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Осевая податливость роликового упорного подшипника, уста-

новленного с предварительным натягом по (2.32) (внутренний диа-

метр подшипника dв = 0,05 м), 
 

е6
3

3
6

10670
1005030

1 





 ,

,С

1
 мкм/Н. 

 

Податливость соединения роликовый упорный подшипник – ба-

зовая деталь, состоящего из двух последовательно соединенных узлов, 

соединения корпуса подшипника через переходную деталь и соедине-

ния детали с основанием станка. Стык нагружается осевой силой. Ее 

номинальное значение (номинальное значение тягового усилия) 
 

1312
0160

21


,
F


н

т

М
 Н. 

 

Усилие предварительного натяга принимаем  тFF 20  2624 Н. 

Податливость стыка при æ = 6,0·10-4 мкм·м·Н0,5 по (2.2) 
 

е7 
 

мкм/Н. 

 

Стык детали с основанием станка работает на сдвиг. Площадь 

стыка S6 = 0,037 м2. 

Податливость стыка (2.12) 
 

 

мкм/Н. 

 

Результирующая податливость стыков 
 

е7 = 4,6·10-5 + 2,7·10-5 = 7,3·10-5 мкм/Н. 
 

Результирующая податливость передачи по 
 

е =  0,5 + 105 + 101,26 + 102,61 + 103,34 -5-3-5-4
 

333-5- 103 10
2

3,16
+ 100,66 +  107,3  










 

 

мкм/Н = 3·10-9 м/Н. 

æ 5
4

0

1064
2624016202

106

2











 ,

,FS



5
6

7 1072
0370

101 


 


 ,
,S

`
 æ

е
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Резонансная частота двухмассовой системы при отсутствии 

демпфирования 
 

 

 

с-1; 

187
28,6

1170

2

12
12 





f  Гц. 

 

Собственная частота колебаний второй массы при закрепленной 

первой, так как m1 >> m2 

 

 

с-1; 

f02 = 185 Гц. 
 

Расчет жесткости и частот собственных колебаний элемен-

тов конструкции манипуляторов 

Основной вклад в упругую податливость манипуляторов вносят 

его звенья и приводы. Методики расчета жесткости приводов мани-

пуляторов аналогичны рассмотренным выше.  
При рассмотрении приводов манипуляторов необходимо также 

учитывать упругие податливости звеньев от деформации изгиба под 
действием статических и динамических сил и податливости стыков в 
местах соединения звеньев друг с другом [35].  

е
1170

10325012700

25012700
9

21

21
12 










   mm

mm

е
1160

103250

11
9

2
02 





   m
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4. УСТАНОВИВШИЕСЯ И ПЕРЕХОДНЫЕ РЕЖИМЫ  

МЕХАНИЧЕСКОЙ ЧАСТИ  

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 

4.1. Классификация режимов работы  

электромеханических систем 

  
Различают переходные и установившиеся режимы работы ЭМС 

[16, 31, 49]. При приложении задающих (управляющих) или возму-
щающих воздействий система переходит из состояния равновесия в 
неустановившееся состояние движения. Его можно представить в ви-
де одновременного протекания двух процессов: принужденного дви-
жения, задаваемого приложенным воздействием, и свободного дви-
жения. Такое неустановившееся состояние системы и носит название 
переходного процесса. После затухания свободной составляющей пе-
реходного процесса система переходит в установившийся режим, где 
имеет место только принужденное движение, характер которого 
определяется приложенным воздействием. 

Установившиеся режимы работы в зависимости от приложенно-
го воздействия могут быть либо статическими, либо динамическими. 
Если действующие на механическую часть системы силы (моменты) 
постоянны и момент двигателя постоянен, и уравновешивает их 
М – Мс = 0, то после затухания свободной составляющей переходного 
процесса наступает установившийся режим работы, при котором ско-

рость постоянна d/dt = 0. Когда момент двигателя или момент 
нагрузки содержат периодически меняющиеся в функции времени 
составляющие, после затухания свободной составляющей переходно-
го процесса наступает установившийся режим принужденного дви-
жения с колебательной составляющей, при этом массы системы будут 

двигаться с переменной скоростью, т. е. d/dt  0. 
В общем случае переходные режимы и установившиеся режимы 

с пульсирующей составляющей задающих и возмущающих воздей-

ствий, при которых d/dt  0, относятся к динамическим режимам 
электромеханических систем. 

 

4.2. Статический режим  
 
Статический режим характеризуется постоянством скорости 

движения элементов механической части ЭМС , т. е. d/dt = 0, что 

usr11779
Записка
должно быть не менее трех строк текста после заголовка
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соответствует равенству электромагнитного момента двигателя и мо-

мента сопротивления нагрузки  
 

М = Мс.              (4.1) 
 

Графически условие (4.1) определяется точкой пересечения ме-

ханической характеристики двигателя  = f (M) с механической ха-

рактеристикой исполнительного механизма  = –f (Mс) (рис. 26). На 

рис. 26 приведены механические характеристики 1 и 2 асинхронного 

двигателя для двух направлений вращения и ряд характеристик раз-

личных исполнительных механизмов (3, 4, 5). Характеристика 3 соот-

ветствует механизму с активной полезной нагрузкой, например, 

подъемной лебедке. При  > 0, что соответствует подъему груза, пе-

ресечение этой характеристики с механической характеристикой дви-

гателя дает точку статического режима с1, в которой двигатель, ра-

ботая в двигательном режиме, преодолевает активный момент, созда-

ваемый грузом, и момент потерь в передаточном механизме. При 

спуске груза, противоположное направлению вращения  < 0, пере-

сечение характеристики 3 с характеристикой двигателя 2 дает точку 

статического режима с2. Здесь двигатель работает в режиме рекупе-

ративного торможения и его тормозной момент совместно с реактив-

ным моментом механических потерь уравновешивают движущий мо-

мент активной нагрузки. 
 

 

Рис. 26. К анализу статической устойчивости и режимов 

работы электропривода 

 

Характеристика 4 пересекается с механической характеристикой 

двигателя 1 в двух точках – скоростях с3 и с4, при которых выпол-

III

III IV

ω 4

2

1

3

5

ωс2

ωс1

ωс4

ω0

M

ωс3

ωс5

Двигательный режим

Мω > 0
(M <0, ω <0 ) 

Двигательный
режим

Тормозной

режим

Мω < 0

(M <0, ω >0 ) 

Мω > 0 (M >0, ω >0 ) 

Тормозной

режим

Мω < 0

(M >0, ω <0 ) 

usr11779
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няется условие статического равновесия (4.1). Однако устойчивым 

это равновесие является только при скорости с3. Незначительное от-

клонение скорости от с4 вниз дает уменьшение момента двигателя и, 

следовательно, динамического момента 
dt

d
JМММ cдин


  с от-

рицательным знаком, вызывающего дальнейшее снижение скорости. 

Аналогичное отклонение скорости вверх от с4 приводит к увеличе-

нию момента двигателя и появлению положительного динамического 

момента, что ведет к дальнейшему увеличению скорости до  = с3. 

При с3 динамические моменты, возникающие при любом отклоне-

нии скорости, направлены на уменьшение отклонения скорости и 

возвращению электропривода в точку устойчивого равновесия. 

Условия возникновения динамического момента при отклонени-

ях от точки статического равновесия зависят от вида механических 

характеристик двигателя и исполнительного механизма. Как видно из 

рис. 26 точка пересечения характеристики двигателя 1 с механиче-

ской характеристикой 5 механизма с вентиляторным характером мо-

мента сопротивления с5 устойчива. Здесь, благодаря более значи-

тельным изменениям момента нагрузки, чем момента двигателя, воз-

никающие при отклонениях скорости от с5 динамические моменты, 

возвращают систему в исходное состояние с5. 

Устойчивость зависит от знака жесткости статических характери-

стик двигателя 



d

dМ
ст   и исполнительного механизма 




d

dМc
им  . 

Получение статической устойчивости достигается при выполне-

нии условия 
 

0 имст  .     (4.2) 
 

Положение на плоскости точки с координатами , М, определя-

ет режим работы ЭМС. С энергетической точки зрения эти режимы 

делятся на двигательные и тормозные, отличающиеся направлением 

передачи потока энергии через механическую часть. В I и III квадран-

тах, где направления момента и скорости двигателя совпадают, 

М > 0 – двигательный режим работы, соответствующий прямому 

направлению передачи энергии от двигателя к исполнительному ме-

ханизму. Во II и IV квадрантах знаки моментов и скорости противо-

положны (М < 0), что соответствует обратному направлению пере-
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дачи энергии от исполнительного механизма к двигателю, когда по-

следний работает в тормозном (генераторном) режиме (см. рис. 26). 

 

4.3. Установившиеся динамические режимы  

механической части электромеханических систем 

 

При анализе установившихся динамических режимов механиче-

ской части воспользуемся частотными методами (см. Приложение). 

В структурных схемах (см. рис. 19) управляющим воздействием 

является электромагнитный момент двигателя, а возмущающими воз-

действиями – моменты сопротивления Мс1, Мс2, Мс3 и Мс. В качестве 

выходных величин можно рассматривать углы перемещения 1, 2, 

3, , скорости 1, 2, 3, , упругие моменты М12, М23. 

Используя правила преобразования структурных схем (см. При-

ложение), можно получить передаточную функцию механической ча-

сти по любому из управляющих или возмущающих воздействий для 

любой из выходных величин. 

Передаточная функция одномассовой системы при входном воз-

действии Мдин = М – Мс (рис. 19в) запишется 
 

 
 

  pJpМ

p
pW

дин 


1

 .    (4.3) 

 

Амплитудно-фазовая характеристика одномассовой системы по-

лучается подстановкой  jp ;    jJjW 1 . 

Отсюда выражения АЧХ и ФЧХ одномассовой системы прини-

мают вид 
 

 



JМ

А
max.дин

max 1
 ;   const

2


.  (4.4) 

 

АЧХ и ФЧХ одномассовой системы показаны на рис. 27а. При 

 = 0, т. е. при постоянстве динамического момента Мдин = const, ве-

личина скорости стремится к бесконечности   . 
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а) б) 

Рис. 27. АЧХ и ФЧХ (а) и изменения Мдин и  во времени (б)  

при фиксированной частоте возмущения 
 

Когда Мдин изменяется с определенной частотой 0 , величи-

на максимальной амплитуды колебаний скорости  ограничивается 

тем в большей степени, чем выше частота колебаний . То есть ме-

ханическая часть электропривода является фильтром низких частот. 

Убывание амплитуд колебаний скорости  происходит достаточно 

быстро с ростом как , так и J. В установившемся динамическом 

режиме скорость колеблется по тому же закону, что и момент  

(рис. 27б), отставая от него по фазе на 90°. 
Структурная схема (рис. 19б) позволяет получить передаточные 

функции по управляющему М и возмущающим воздействиям Мс1, Мс2 

для анализа поведения выходных переменных 1, 2, М12 
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 ;   (4.6) 

 

 
 

 
1
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2
12
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p

JJ

pМ

pM
pWM ,    (4.7) 

где   121 JJJ   – «соотношение инерционных масс систе-

мы» [33]; 

Аω(Ω)

- π/ 2
Ψ(Ω)

Ω

Мдин , ω

t

Мдин 

ω

ωmax

Мдин.max
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  211221
2
12 JJCJJ   – «собственная частота колебаний двух-

массовой системы» [33]; 

21 JJJ  . 

По возмущающему воздействию Мс1 
 

 
 
 

 pW
pМ

p
pW

c
1

1

1
1 


  ;  

 
 

 pW
pМ

p
pW

c
2

1

2
2 


  ;  

 

 
 
  12

1

12
12 M

c
M W

pМ

pM
pW  . 

 

По возмущающему воздействию Мс2 
 

 
 
 

 pW
pМ

p
pW

с
2

2

1
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  ; 

  (4.8) 
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p
pWM


.     (4.9) 

 

Характеристические уравнения для двухмассовой системы при 
различных видах возмущений имеют два корня р12 = ± j Ω12 и нулевой 
р = 0. Следовательно, при отсутствии в системе сил, обусловливаю-
щих рассеяние энергии, двухмассовая система представляет колеба-
тельное звено без затухания. 

Рассмотрим, как поведет себя двухмассовая система под дей-
ствием управляющего момента М, изменяющегося во времени по 
гармоническому закону с частотой Ω. 

Уравнение амплитудно-фазовой характеристики (АФХ) двух-
массовой системы по управляющему воздействию М и выходной пе-

ременной 1 при подстановке p = jΩ в (4.5) примет вид 
 

  jW M

1
 

 








2

12

2
12

1

11 

jJ
   
 1

1




j
еA , (4.10) 

 

где  
1A  – амплитудно-частотная характеристика; 
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1  – фазо-частотная характеристика при выходной пере-

менной 1. 

Аналогично уравнение АФХ по управляющему воздействию М 

и выходной координате 2, согласно (4.6), запишется в виде 
 

  jW M

2
 







2
121

11

jJ
 

 
 2

2





j
еA . (4.11) 

 

Здесь необходимо обратить внимание на то, что при анализе 

электромеханических систем рассматриваются передаточные функ-

ции, в которых выходная и входная переменные в большинстве слу-

чаев имеют различные единицы измерения. В этом случае W(jΩ) 

представляет собой не комплексный коэффициент усиления, а ком-

плексный коэффициент передачи с определенной единицей измере-

ния. При этом в выражениях АЧХ единицы амплитуд опускаются, 

что соответствует их относительным значениям при базовом значе-

нии, равном единице измерения. 

Выражения для АЧХ (4.10, 4.11) примут вид 
 

 
 
  222

12

22
12

21
1








MA ;   (4.12) 

 

 
  222

12

1
2



MA .    (4.13) 

 

Вид АЧХ, соответствующих (4.12) и (4.13), приведен на рис. 28. 

Асимптотические логарифмические АЧХ (ЛАЧХ) системы по-

строим с помощью полученной передаточной функции (4.5). Соглас-

но (4.5) система может быть представлена последовательным соеди-

нением интегрирующего звена, форсирующего звена второго порядка 

с частотой сопряжения 121 c  и идеального колебательного 

звена с частотой сопряжения 122 c  (рис. 29а).  
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а)       б) 

Рис. 28. Амплитудно-частотные характеристики двухмассовой 

системы
MA

1 (а) и 
MA

2  (б) 

 

 
а) б) 

Рис. 29. Структурная схема двухмассовой механической системы  

по управляющему воздействию М и выходной переменной 1 (а) и 2 (б) 
 

При 1c  имеет место нуль амплитудно-частотной характе-

ристики и ЛАЧХ терпит разрыв, стремясь к –∞. При 12  АЧХ 

стремится к +∞ и имеет место второй разрыв ЛАЧХ. Низкочастотная 
асимптота ЛАЧХ определяется интегрирующим звеном с коэффици-

ентом обратно пропорциональным 21 JJJ   с наклоном –

20 дБ/дек. Высокочастотная асимптота ( 12 ) соответствует 

также интегрирующему звену, но с коэффициентом в  раз больше, 

чем в области низких частот. ЛАЧХ и ЛФЧХ системы при выходной 

переменной 1, построенные в соответствии с (4.10), приведены на 

рис. 30а. В низкочастотной области сдвиг между колебаниями М и 1 
определяется интегрирующим звеном и составляет –90°. При 

12  скачком меняет знак числителя (3–10), что ведет к 

уменьшению фазового сдвига на 180° и далее при 12  фазовый 

сдвиг снова скачком принимает значение –90°, в соответствии с вы-
сокочастотной асимптотой ЛАЧХ. 

ЛАЧХ и ЛФЧХ системы при выходной переменной 2, постро-
енные в соответствии с передаточной функцией (рис. 29б), и АФХ 

Аω2
м

 Ω

Ω12

 Ω

Аω1
м

Ω12Ω12/ √

М

J ∑ р

1 ω1( γ / Ω12 ) р2+1
2

(1 / Ω12 ) р2+1
2

М

J ∑ р

1 ω21

(1 /  Ω12 ) р2+1
2



99 
 

(4.11) приведены на рис. 30б. В низкочастотной области ЛАЧХ L1 и 

L2 совпадают. Разрыв в ЛАЧХ L2 имеет место только при резо-

нансной частоте 12, а в высокочастотной области она стремится к 
асимптоте с наклоном –60 дБ/дек и фазовый сдвиг между колебания-

ми М и 2 составит –270°. 

Рассмотрим влияние упругости на движение первой и второй 

масс. 
 

 
Рис. 30. Логарифмические амплитудно- и фазо-частотные характеристики 

двухмассовой упругой системы по управляющему воздействию: 

при выходной переменной 1 (а); при выходной переменной 2 (б) 

 

Движение первой массы при небольших частотах колебаний 

управляющего воздействия М, согласно (4.5) (рис. 29а, 30а), опреде-

ляются суммарным моментом инерции JΣ, при этом механическая 
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часть ведет себя как интегрирующее звено. Так, при Ω = 0 (М = const) 

скорость ω1 изменяется по линейному закону, на который наклады-

ваются колебания с частотой Ω12, обусловленные упругой связью. То 

есть интегрирующее звено в структуре на рис. 29а характеризует 

движение механической системы в среднем. 

При приближении частоты колебаний Ω момента М к Ω12 ам-

плитуды колебаний скорости 1 растут и при Ω = Ω12 стремятся к 

бесконечности (резонанс). 

Рассмотрим условия, при которых влиянием упругости на дви-

жение первой массы можно пренебречь. Как следует из (4.5), при не-

большой инерции механизма (J2 << J1) и γ → 1, движение первой мас-

сы близко к движению, определяемому интегрирующим звеном 1/JΣ р. 

Из (4.5) также следует, что при больших значениях собственной коле-

баний механической части системы Ω12 в области малых и средних ча-

стот движение будет определяться тем же интегрирующим звеном. 

Отсюда можно сделать вывод, что при синтезе электропривода, 

если используются обратные связи только по параметрам двигателя, 

то при J2 << J1 или Ω12 >> Ωс, где Ωс – частота среза желаемой ЛАЧХ 

разомкнутого контура регулирования, механическую часть можно 

представить жестким звеном без учета влияния упругих связей. 

Согласно рис. 29б и рис. 30б колебательность второй массы вы-

ше, чем первой. В низкочастотной области асимптоты ЛАЧХ L1 и 

L2 совпадают, так как в среднем движение второй массы также 

определяется интегрирующим звеном 1/ JΣ р. Однако в области частот 

близких Ω12 и более высоких, при которых наклон высокочастотной 

асимптоты составляет –60 дБ/дек, а фазовый сдвиг 270°, отсутствуют 

причины ослабления колебаний при любых значениях γ. 

Поэтому во всех случаях, когда требуется получить высокое ка-

чество движения второй массы и при регулировании ее координат, 

пренебрегать влиянием упругости без необходимой проверки нельзя. 

Необходимым условием для неучета упругости является значение ча-

стоты резонанса Ω12, существенно превосходящей полосу пропуска-

ния частот электромеханической системы. 

Наличие естественного механического демпфирования в меха-

нических системах ограничивает резонансные пики значениями 1 и 

1', как показано штриховыми кривыми (рис. 30), и несколько сглажи-

вает фазо-частотные характеристики 2 и 2', существенно не сказыва-

ясь на форме ЛАЧХ и ЛФЧХ. 
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Рассеяние энергии при колебаниях механических систем связано 

с внутренними и внешними причинами [8, 25, 31]. К внутренним при-

чинам относится несовершенство упругого элемента и трение в сочле-

нениях отдельных элементов, к внешним причинам – трение колеб-

лющейся системы о внешнюю среду. Большинство авторов считают, 

что «основной источник демпфирования – рассеяние энергии, вызван-

ное внутренними причинами, связанное с потерями в сочленениях 

(шпоночные и шлицевые соединения, опоры валов и т. п.)» [8, 25, 23]. 

«При представлении демпфирования эквивалентным вязким 

трением» [16, 17, 23], пропорциональным скорости деформации, вы-

ражение для сил и моментов вязкого трения примет вид 
 

 
1 jjвтjвтj VVF  ;  

1 iiвтiвтiM  ,   (4.14) 
 

где βвтj, βвтi – коэффициенты вязкого трения; 

Vj, Vj+1; ωi, ωi+1 – линейные и угловые скорости концов дефор-

мируемого элемента. 

Система уравнений, описывающая движение двухмассовой си-

стемы с учетом (4.14), запишется в виде 
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  (4.15) 

 

Структурная схема, соответствующая (4.15), приведена на 

рис. 31. 
 

 

Рис. 31. Структурная схема двухмассовой системы с учетом 

естественного механического демпфирования 

 

Передаточная функция по управляющему воздействию, полагая 

выходной величиной упругий момент 
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Обозначив  
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,  (4.17) 

 

получим (4.12) в виде 
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.   (4.18) 

 

Корни характеристического уравнения системы получим, при-
ровняв знаменатель к нулю 

 

22
1221 втвт, jр   .   (4.19) 

 

Выражение (4.18) показывает, что момент вязкого трения вносит 
в систему затухание, двухмассовая упругая система приобретает 
свойства колебательного звена с коэффициентом затухания αвт и ча-

стотой колебаний 22
12 втр  . Так как αвт << Ω12, то Ωр ≈ Ω12. 

Для двухмассовой механической системы установлена связь ко-
эффициента демпфирования βвт с логарифмическим декрементом 
(3.58) и параметрами механической части [32]. 
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Выражение АЧХ для рассматриваемого случая 
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.    (4.21) 

 
На рис. 32 приведены зависимости резонансного коэффициента 

усиления системы в зависимости от величины логарифмического де-
кремента λ. 

Зависимости   fАМ12
 (рис. 32) показывают, что при λ = 0,1–

0,3, несмотря на ограничение амплитуд резонансных колебаний, ре-
зонансный пик остается по-прежнему большим и колебания в зоне 
резонанса усиливаются в 30–10 раз. 
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Рис. 32. Зависимость  12МА  

 

В исследованиях естественное механическое демпфирование 

учитывается при анализе вынужденных колебаний, когда другие 

демпфирующие факторы отсутствуют, так как иначе имеют место не-

затухающие колебания. 

 

4.4. Переходные процессы механической части 

 

Изменения управляющего или возмущающего воздействия вы-

зывают в механической части системы переходные процессы, при ко-

торых скорости движения механически связанных масс изменяются 

от начальных значений, определяемых начальными условиями, к 

установившимся значениям, заданным новыми значениями воздей-

ствий на систему. 

 

4.4.1. Механические переходные процессы  

в одномассовой системе 

 

Рассмотрим переходные процессы в одномассовой системе 

(рис. 18в), когда момент двигателя и момент сопротивления не зави-

сят от скорости М = const и Мс = const. 

Решив уравнение движения (3.26) относительно производной 

скорости, получим 
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dt
J

MM
d c




 ,         (4.22) 

 

где    JMM с  – ускорение масс системы. 

Проинтегрировав (4.22) 
 

 
t

dtd

нач 0






,     (4.23) 

 

получим формулу равномерно ускоренного движения 
 

   tнач   .     (4.24) 
 

Соотношение (4.24) позволяет определить время переходного 

процесса tп.п изменения скорости от ωнач до ωкон 
 

 

с

начконначкон
п.п

MM

J
t







  




.   (4.25) 

 

При равенстве моментов М = Мc ускорение   = 0 и механиче-

ская часть сохраняет состояние покоя ωнач = 0 или равномерного 

движения ω = ωнач = const. На рис. 33а при М = Мc показано состояние 

покоя ωнач = 0. В момент времени t = 0 момент двигателя скачком 

возрастает до значения М = М1 > Мc, инерционные массы переходят в 

режим равноускоренного движения с ускорением    JMM c1 . 

Если при достижении конечной скорости ωкон уменьшить момент от 

М1 до Мc, ускорение уменьшится до нуля и система будет двигаться с 

установившейся скоростью ω = ωкон. 

На рис. 33б приведены зависимости ω и М системы при тормо-

жении. Рис. 33в иллюстрирует реверс одномассовой системы при ак-

тивном характере момента, а рис. 33г – с реактивным характером мо-

мента от ωнач до ωкон. При активном характере момента Мc изменение 

скорости от ωнач до ωкон идет с постоянным ускорением, поскольку Мс 

не меняет знака при изменении направления скорости (рис. 33в). При 

реактивном характере момента (рис. 33г) и достижении скоростью 

нулевого значения реактивный момент сопротивления скачком изме-

няет свой знак на противоположный, препятствуя разгону в противо-

положном направлении. Поэтому при переходе скорости через нуль 

ускорение изменяется скачком от   21 JMM cт   до 
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   JMM cп 1 . Для перехода к статическому режиму движения 

в момент tп.п необходимо момент двигателя скачком уменьшить до 

значения М = Мc. 
 

  
а) б) 

  
в) г) 

Рис. 33. Переходные процессы одномассовой системы при М = const  

и Мс = const: при пуске из состояния покоя (а), при торможении (б), при реверсе 

с активным (в) и реактивным (г) характером момента сопротивления 

 

Следовательно, характер изменения скорости в переходных 

процессах определяется зависимостью М = f(t). Положим, что при 

пуске без нагрузки (Мc = 0) задан экспоненциальный характер изме-

нения скорости с постоянной Т 
 

 
. (4.26) 

Требуемый закон изменения момента определяет уравнение 

движения 
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Найдем производную dω/dt из (4.26) 
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Подставив (4.28) в (4.27), получим закон изменения момента 
 

Т
JM уст

1
  

 
. (4.29) 

 

То есть при пуске необходимо обеспечить экспоненциальный 

характер изменения момента M(t) (рис. 34). 
 

 

Рис. 34. Характер изменения ω (t) и M(t) при пуске 

 

Проведенный анализ показывает, что необходимый закон изме-

нения скорости всегда обеспечивается формированием соответству-

ющего закона изменения момента двигателя во времени. 

 

4.4.2. Механические переходные процессы в двухмассовой системе 

 

На примере пуска двухмассовой системы (рис. 19б) рассмотрим, 

какие особенности в характер движения механической части ЭМС 

вносит наличие упругих механических связей. При условии Мc1 = 0 и 

М = const уравнения, описывающее движение системы, примут вид: 
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Для нахождения решения (4.30) относительно упругого момента 

М12 умножим первое уравнение на С12/J1, а второе – на С12/J2 и вы-
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чтем второе уравнение из первого. Тогда с учетом третьего уравнения 

правая часть становится равной d2M12/dt2 и после преобразований по-

лученное уравнение запишется в виде 
 

22122
12

2

2
12

1
cср MJM

dt

Md



 ,  (4.31) 

 

где    212 JJММ cср   – среднее ускорение ЭМС. 

Характеристическое уравнение системы 02
12

2 p  имеет два 

чисто мнимых корня 
 

122,1  jp .     (4.32) 
 

При чисто мнимых корнях (4.32) решение уравнения (4.31) за-

пишется в виде: 
 

tBtAMM ср 12121212 sincos  ,  (4.33) 
 

где 
2212 cсрср MJM    – среднее значение момента в упругой связи. 

Начальные условия t = 0,   0
012 M , 0

0

12 








dt

dM
 позволяют 

определить коэффициенты А и В и представить решение (4.33) в виде 
 

 tMM ср 121212 cos1  .   (4.34) 
 

Уравнение движения первой массы привода получим подста-

новкой в первое уравнение системы (4.30) выражения для М12 из 

(4.34). В результате разделения переменных и интегрирования 
 

 
 





t

ср
dt

J

tcosMM
d

0 1

1212

0

1

11

    (4.35) 

 

получим формулу изменения скорости первой массы  
 

t
J

J
t

ср

ср 12

121

2
1 sin 





 .   (4.36) 

 

Аналогично, подстановкой (4.34) во второе уравнение системы 

(4.30) получим выражение для скорости второй массы 
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t
ε

tεω
ср

ср 12

12

2 sin 


 .     (4.37) 

 

Построенные согласно уравнениям (4.34, 4.36, 4.37) зависимости 

М12(t), ω1(t) и ω2(t) приведены на рис. 35а. 
 

 
а) б) 

Рис. 35. Зависимости М12, 1, 2 одномассовой (1) и двухмассовой (2) 

без учета механического демпфирования (а),  

с учетом механического демпфирования (б) 
 

Таким образом, пуск двухмассовой упругой системы при 

М = const сопровождается колебаниями М12, ω1 и ω2 с частотой Ω12. 

Если бы механические связи были абсолютно жесткими (С12 = ∞), то 

колебания масс в переходном процессе отсутствовали бы и скорости 

ω1 и ω2 изменялись по линейному закону. 
 

tср   21
,    (4.38) 

 

а нагрузка между массами имела величину  
 

2212 Ссрср MJM   .   (4.39) 
 

Внутренние диссипативные силы в механических системах 

вследствие их малости вызывают незначительное затухание колеба-

ний (рис. 35б) и изменение частоты Ω < Ω12. Однако даже при макси-

мальном значении λ = 0,3 время затухания составляет 10–30 колеба-

ний [31] и незначительно сказывается на характере переходного про-

цесса. Данное обстоятельство дает основание в ряде случаев прене-

бречь влиянием механического демпфирования при анализе переход-

ных режимов. 
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4.4.3. Динамические нагрузки механических систем 

 

В отличие от рассмотренных выше моментов и сил статических 

нагрузок, которые определяются нагрузкой на рабочих органах ис-

полнительных механизмов и не зависят от ускорений масс, силы и 

моменты сил инерции пропорциональны ускорениям масс: 
 

dtdVmF jjдинj  ; dtdJM iiдинi  . 
 

Данные силы и моменты принято называть динамическими си-

лами и моментами [16]. 

Динамические моменты являются составляющей полной нагруз-

ки и для одномассовой системы, согласно уравнению движения 

(3.25), суммарная динамическая нагрузка равна: 
 

cдин MM
dt

d
JM  


.   (4.40) 

 

При ускорении механической системы динамический момент 

является тормозным, его знак совпадает со знаком скорости. Двига-

тель, преодолевая этот момент, совершает работу, идущую на увели-

чение запаса кинетической энергии механической системы. При за-

медлении, наоборот, динамический момент является движущим. При 

этом освобождающаяся при снижении скорости кинетическая энер-

гия идет на совершение работы по преодолению результирующего 

момента М – Мc, который в данном случае является тормозом. 

Наибольший возможный статический и наибольший требуемый 

динамический моменты определяют максимальную величину полной 

нагрузки и, следовательно, наибольшее значение электромагнитного 

момента двигателя 
 

max.maxmax трc JMM  ,    (4.41) 
 

где Мmax, тр.max – расчетные значения максимального момента со-

противления и требуемого ускорения. 

Значения Мmax определяют кратковременные перегрузки двига-

теля по моменту, т. е. его перегрузочную способность по моменту. 

Нагрузки механического оборудования определяют его износ, 

причем наиболее неблагоприятно влияние нагрузок, содержащих зна-

копеременную составляющую. Как видно из анализа переходных 
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процессов двухмассовой системы (подраздел 4.4.2), упругие колеба-

ния, не влияя на длительность переходных процессов, могут привести 

к существенному увеличению максимальных нагрузок передач, зна-

чительно превышающих среднюю. Это превышение принято харак-

теризовать динамическим коэффициентом 
 

ср

д
М

M
K

12

max12 .     (4.42) 

 

Максимум составляющей нагрузки упругого элемента наступает 

в момент времени 122
2









 nt 


, где n = 1, 2, 3 и т. д. имеет ве-

личину 
22max12 2 ccp MJM   . Тогда выражение для динамическо-

го коэффициента при пуске под нагрузкой 
 

22

222

cср

cср
д

МJ

MJ
K









.    (4.43) 

 

Соотношение (4.43) показывает, что динамический коэффици-

ент растет с ростом J2 и ср  и при больших значениях J2 и пуске без 

нагрузки Мc2 = 0 может достигать значения Кд = 2. 

Эффективным средством снижения колебательных нагрузок в 

механическом оборудовании при переходных процессах является 

увеличение плавности нагружения за счет ограничения темпа нарас-

тания момента двигателя. 

Пусть при пуске двухмассовой системы вхолостую Мc2 = 0 мо-

мент двигателя изменяется по экспоненциальному закону 
 

1MM   (1 – e T/t
) . (4.44) 

 

Решив систему уравнений (4.26) относительно упругого момен-

та М12, получим 
  

срJM
dt

Md
2122

12
2

2
12

1



 (1 – e ) , (4.45) 

 

где  211 JJMср  . 

  

T/t
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Корни характеристического уравнения системы 
 

1212  jp . 
 

Решение уравнения, при наличии зависящей от времени правой 

части, примет вид:  
 

 BAM12  e  
tsinDtcosC 1212 

 
.  (4.46) 

 

Найдем постоянные коэффициенты А, В, С, D. 

При t = ∞ имеет затухание переходных составляющих решения, 

отсюда: 
 

срJM 212  .    (4.47) 
 

Следовательно 
 

 А = J2 ср .     (4.48) 
 

Коэффициенты В, С и D найдем из начальных условий. 

При t = 0 (М12)0 = 0, получим  
 

срJ +  С + В = 20 ;    (4.49)  
 

при t = 0 0
0

12 








dt

dM
, получим 

  

120  D+ 
T

В
 = ;         (4.50)  

при t = 0 0

0

12 












2

2

dt

Md
, получим  

2
120  C

T

В
 = 

2
.        (4.51) 

 

Совместное решение системы уравнений (4.49, 4.50, 4.51) поз-

воляют определить коэффициенты В, С и D. 
 

12
12

2

2
12

2

2





T

T
JB ср ; 

12
12

2

2




T

J
C

ср
; 

12
12

22



T

T
JD

ср
ср


 . (4.52) 

 

T/t
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После подстановки коэффициентов (4.52) в уравнение (4.42) и 

преобразований: 
 

 

, (4.53) 

 

где  121  T/arctg = . 

Зависимости M(t), ω1(t), ω2(t), M12(t), отражающие переходный 

процесс пуска в системе, приведены на рис. 36. 
 

 

Рис. 36. Зависимости изменения M(t), ω1(t), ω2(t) и M12(t)  
при пуске двухмассовой системы 

 

В данном случае амплитуда колебаний составляющей упругого 

момента (4.53) зависит от постоянной экспоненты Т. Максимум мо-

мента наступает при nt  2212  , где n = 1, 2, 3 и т. д., когда 

e T/t
 0 (рис. 36). 

Динамический коэффициент для данного случая определяется 

соотношением  
 

1

1
1

2
12

2
12

12




ТМ

М
К

ср

max
д .   (4.54) 

 

При сравнении (4.42) и (4.54) видно, что при Мс2 = 0 и Т = 0 оба 

выражения дают Кд = 2 при увеличении Т за счет повышения плавно-

сти нагружения механической системы, амплитуды колебаний М12 

быстро уменьшаются, соответственно уменьшается значение дина-

мического коэффициента. Степень уменьшения динамических нагру-

зок зависит от соотношения времени нарастания момента Т и времени 

периода собственных колебаний механической системы 1212 2  T . 
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Зависимость  12TTfКд   на рис. 37, рассчитанная по соотно-

шению (4.54), показывает, что для существенного снижения динами-

ческого коэффициента необходимо, чтобы время нарастания момента 

двигателя Т было соизмеримо по величине или равно времени периода 

собственных колебаний механической системы Ω12. Дальнейшее сни-

жение темпа нарастания момента двигателя значительно увеличивает 

время переходных процессов, а на величину динамического коэффи-

циента влияет мало. Аналогичные результаты имеют место и при 

нарастании момента по линейному и синусоидальному законам [8, 14]. 
 

 
Рис. 37. Зависимости  12TTfКд   при нарастании момента  

по экспоненте (1), по линейному закону (2)  
 

Динамические нагрузки механического оборудования суще-

ственно возрастают из-за ударов, возникающих при выборе зазоров в 

передачах и сочленениях рабочего оборудования машин. 

Наличие зазоров делает двухмассовую упругую систему нели-

нейной, так как характеристика зазора представляет собой типичную 

нелинейность (рис. 38б) вида: 
 

 23211212   СM  при 2321   ; 
(4.55) 

        М12 = 0 при 2321   . 
 

Расчетная приведенная схема двухмассовой системы, которая 

учитывает зазоры в кинематической цепи, представлена на рис. 38а. 

Движение двухмассовой системы с зазором описывается систе-

мой уравнений 
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(4.56) 

 

Структурная схема механической части, соответствующая 
(4.56), приведена на рис. 38в.  

 
 

а) б) 

 
в) 

Рис. 38. Расчетная (а) и структурная (в) схемы механической части с учетом 

зазоров в передачах (зависимость  2112   fМ  (б)) 

 
Особенности выбора зазоров рассмотрим на примере пуска 

двухмассовой системы (рис. 38). Считаем, что в исходном положении 
обе массы неподвижны (ω1 = ω2 = 0, Мс1 = 0) и к массе J1 скачком 
прикладывается движущий момент М = М1 = const, а к массе J2 при-
ложен тормозной реактивный момент нагрузки Мc2. При выборе зазо-

ра 3 механическая связь между первой и второй массами отсут-
ствует, и под действием движущегося момента М1 инерционная масса 
J1 движется равноускоренно 

 

t
J

tМ
0

1

1
1   .     (4.57) 

 

За время выбора зазора t0 двигатель успевает разогнаться до не-
которой скорости ω1нач, величину которой при равноускоренном дви-
жении можно определить следующим образом: 
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2
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dttdt

tt 
    .   (4.58) 

 

Тогда время движения первой массы в зазоре 
 

030 2 t .    (4.59) 
 

Согласно (4.57) и (4.59) величина начальной скорости, которую 

первая масса приобретет к концу выбора зазора, 
 

301 2  нач .    (4.60) 
 

В данном случае рассмотрен более тяжелый случай выбора пол-

ного зазора, когда начальное значение 3 на рис. 38б соответствует 

точке 1, а конечное, соответствующее выбору зазора, – точке 2. Так 

как инерционная масса J2 неподвижна, при реактивном характере 

момента Мc2, процесс выбора зазора оканчивается упругим ударом, 

при котором накопленная первой массой за время выбора зазора ки-

нетическая энергия 22
11 нач

J   переходит в энергию упругих дефор-

маций, вызывая дополнительные динамические нагрузки. 

Если начало отсчета совместить с моментом времени t0, оконча-

ние выбора зазора, уравнения, описывающие движение системы 

(рис. 38), приводятся к виду (4.31). 

Решение (4.31) относительно М12 дает выражение 
 

22122
12

2

2
12

1
cср MJM

dt

Md



 ,       (4.61) 

 

при корнях характеристического уравнения р1,2 =  j12. 

Общее решение уравнения, с учетом частного решения правой 

части и корней, запишется в виде 
 

tВtAMM ср 12121212 sincos  ,      (4.62) 
 

где 2212 cсрср MJM   . 

Решение (4.62) будем искать исходя из следующих начальных 

условий: при t = 0 (М12)0 = 0;     начССdtdM 1122112012   . 
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При данных начальных условиях 
 

.

;0

12112

12





ВС

АМ

нач

ср


    (4.63) 

 

Тогда выражения для коэффициентов А', В' примут вид 
 

срМА 12 ; 

12

112


 начС

В


.   (4.64) 

 

Следовательно, (4.62) примет вид 
 

tsin
С

tcosМMM нач
срср 12

12

112
12121212 





. (4.65) 

 

В результате преобразований получим 
 

 


 tsin
С

МMM нач
срср 122

12

2
1

2
122

121212


,  (4.66) 

 

где   начср СМarctg 1121212   = . 

Согласно (4.66) максимум нагрузки передачи в рассматривае-

мом переходном процессе составит  
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.  (4.67) 

 

Динамический коэффициент при выборе зазоров 
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.   (4.68) 

Из (4.68) видно, что при ω1нач не равное нулю Кд > 2 и растет с 

ростом ω1нач тем в большей степени, чем выше жесткость С12. Следо-

вательно, для ограничения динамических нагрузок необходимо огра-

ничивать значение ω1нач. Ограничение начальной скорости можно 

обеспечить (рис. 39)  ограничением  скорости при пуске предвари-

тельной ступенью ω = ω1нач – 1, 1'; ограничением начального ускоре-

ния – 2, 2'; ограничением рывка – 3, 3'. 
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Рис. 39. Зависимости ω1, 1 = f(t) при выборе зазоров в передачах 

 
С точки зрения производительности и управляемости наиболее 

неблагоприятен третий вариант, а простоты реализации – первый, 
требующий получения жестких характеристик, поскольку ω1нач со-
ставляет 2–2,5% установившейся скорости. 

В остальных случаях используется ограничение рывка или уско-

рения. При небольших зазорах и   2 специального формирования 
плавного выбора зазоров не требуется. Здесь удовлетворительная 
плавность выбора зазора обеспечивается формированием М(t) с огра-
ничением его производной и максимального значения. 

 

4.5. Влияние непостоянства кинетических связей  

на работу механических систем 
 
Механическая часть подвержена воздействию внешних и внут-

ренних возмущений. Внешние возмущения связаны с изменением 
внешних моментов, воздействующих на механическую систему. Это 
изменение момента двигателя и моментов сопротивлений, действую-
щих в механической системе. «Внутренние возмущения связаны с 
изменением внутренних параметров механической части при ее дви-
жении. Данные возмущения в механике принято называть парамет-
рическими. Параметрические возмущения связаны, в основном, с не-
постоянством передаточного числа и радиуса приведения передаточ-
ных механизмов» [14, 28, 29, 32]. 

 

4.5.1. Расчетные схемы механической части 

с вращательным движением исполнительного механизма 
 
В механических системах с вращательным движением исполни-

тельного механизма «при расчете динамики механических систем 

usr11779
Записка
не менее трех строк после заголовка
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предполагают, что передаточное число механизма есть величина посто-
янная. Это возможно лишь для идеальных передач со строгим постоян-
ством кинематической связи между мгновенными значениями скоро-
стей входного и выходного валов, т. е. постоянством передаточного 
числа» [33]. Тем не менее реальные передачи всегда имеют ряд по-
грешностей, связанных с ограниченной точностью изготовления и их 
износом и т. п. Поэтому равномерность движения, связанных ими масс, 
всегда в той или иной степени нарушается неточностью изготовления 
зубьев передач, наличием эксцентриситетов зубчатых колес, фрикци-
онных передач или ведущих колес механизмов передвижения, «нерав-
номерностью толщины ремня в ременной передаче, неравномерностью 
движения цепи по зубьям звездочки в цепной передаче и т. п.» [33]. 

Поэтому «передаточное число не остается постоянным, а испы-
тывает при работе малые периодические изменения относительно 
среднего значения» [33], вызывающие соответствующие пульсации 
скоростей и ускорений, связанных передачей валов и, как следствие, 
появление дополнительных динамических нагрузок. 

Влияние непостоянства кинематической связи рассмотрим на 
примере редукторного электропривода. На рис. 40 показана погреш-
ность угла поворота зубчатого колеса в пределах одного оборота при 
обкате точным колесом. 

 

 
Рис. 40. Кинематическая погрешность зацепления 

 
На составляющую, период которой определяется углом поворо-

та колеса на один оборот (рис. 40), накладывается циклическая по-
грешность ΔF, обусловленная разностью соседних окружных шагов 
и, главное, отклонением профиля зубьев от идеального. В этом случае 
частота циклической погрешности совпадает с частотой перехода за-
цепления с зуба на зуб 

 

zв   ,    (4.69) 
 

где ωв – скорость вращения вала; 
z – число зубьев шестерни. 
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В многоступенчатой передаче каждый вал является источником 

возмущений с частотой, пропорциональной скорости его вращения. 

Поэтому в общем случае выражение для мгновенного значения пере-

даточного числа i принимает следующий вид: 
 









 

n

ккм tiii
1

.0 cos1 ,    (4.70) 

 

где i0 – конструктивное (общее) передаточное число; 

Δiм.к – максимальное отклонение передаточного числа от сред-

него значения к-й составляющей; 

Ωк – спектр частот возмущений передаточного числа, обуслов-

ленных погрешностями различных элементов передачи; 

n – число валов в зацеплении в кинематической цепи. 

Следовательно, механическая часть при работе испытывает со 

стороны передач внутренние возмущения различной частоты. Однако 

из всего спектра возмущений, источником которых является переда-

точный механизм, заслуживают внимание возмущения, имеющие в 

приведенной схеме наибольшую величину, и частота которых наибо-

лее близка к частоте собственных колебаний механической системы. 

Наиболее вероятно, что одно возмущение является определяющим. 

Полагаем, что пульсации передаточного числа, связанные зацеп-

лением валов, изменяются по косинусоидальному закону и являются 

функцией угла поворота. Обычно характер пульсаций имеет сложную 

периодическую зависимость, но представление Δi = f(φ) в виде косину-

соидальной зависимости удобнее, так как любую периодическую 

функцию можно привести к данному виду разложением ее в ряд Фурье. 

Расчетная схема механической части (рис. 41) при вращатель-

ном движении исполнительного механизма представлена в виде 

двухмассовой системы с переменным передаточным числом, зазором 

и с учетом естественного механического демпфирования. 
 

 
Рис. 41. Расчетная схема механической части с вращательным движением  

исполнительного механизма 
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Движение такой системы с учетом погрешности передачи и нали-

чия зазора в кинематической цепи описывается системой уравнений: 
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(4.71) 

 

где С12, J1, J2 – приведенные суммарная жесткость, моменты инер-
ции привода и исполнительного механизма; 

М12, Мвт – момент в упругой связи и момент вязкого трения. 
Эквивалентная передача имеет передаточное число 
 

tii м  cos1 ,     (4.72) 
 

где Δiм – «максимальное отклонение передаточного числа от сред-

него значения» [33]; 
Ω – «частота возмущений передаточного числа передачи» [33]. 
Структурная схема, которая соответствует системе уравнений 

(4.71), приведена на рис. 42. В данной схеме tcosiм 22   , 

tcosiM м 212  . 

Система уравнений (4.71), из-за наличия произведения перемен-
ных, нелинейна. 

 

 

Рис. 42. Структурная схема механической части  
с вращательным  движением исполнительного механизма и непостоянством  

передаточного числа 
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4.5.2. Расчетные схемы механической части  

с поступательным движением исполнительного механизма 
 
В состав ряда машин и механизмов с поступательным движени-

ем исполнительного механизма входят кривошипно-шатунные  
(см. рис. 14е) и центриковые (см. рис. 14ж) механизмы с переменным 
радиусом приведения. 

Для кривошипно-шатунного механизма выражение для линей-
ного перемещения исполнительного механизма см. (см. рис. 14е) 

 

 












  cosRsin
l

R
lS 111 2

2

2

,  (4.73) 

 

где R – радиус кривошипа; 
l – длина шатуна. 
«Так как на практике l >> R при разложении в ряд подкоренного 

выражения (4.73) и учете первых двух членов разложения получим» [33] 
 

   2

2

2

1 sin
l

R
cosRS  ,   (4.74) 

 

или еще более приближено 
 

 cosRS  1 .     (4.75) 
 

Линейная скорость перемещения исполнительного механизма 
 

tsinR
dt

ds
V 11  .    (4.76) 

 

В соответствии с кинематической схемой эксцентрикового меха-
низма (см. рис. 14ж), при профиле эксцентрикового преобразователя с 
синусоидальным законом перемещения исполнительного механизма 

 

 coshS  1 ,     (4.77) 
 

где φ = ω1t – угол поворота эксцентрика. 
Тогда линейная скорость перемещения исполнительного меха-

низма 
 

tsinhV 11  .     (4.78) 



122 
 

Следовательно, «с учетом принятых допущений движения кри-

вошипно-шатунных и эксцентриковых механизмов описываются ана-

логичными соотношениями и могут быть представлены обобщенной 

расчетной схемой (рис. 43а). Радиус приведения в механических си-

стемах с кривошипно-шатунными и эксцентриковыми передаточны-

ми механизмами зависит от их углового положения» [33] 
 

  tsinh
V

22



  ;   tsinR 2  .  (4.79) 

 

«Непостоянство радиуса приведения проявляется в том, что 

движущиеся возвратно-поступательно постоянные инерционные мас-

сы m и жесткость упругой связи С2 при приведении к скорости вра-

щения вала двигателя становятся переменными» [33]. 

«Для получения дифференциальных уравнений, описывающих 

движение механических систем с переменным радиусом приведения, 

используем уравнения движения в обобщенных координатах 

(4.15)» [33]. 
 

 
а) 

       
б)                                                                     в) 

Рис. 43. Обобщенные расчетные схемы (полная (а), трехмассовая (б)  

и двухмассовая (в)) механической части с поступательным движением рабочего 

органа (1 – электродвигатель; 2 – редуктор; 3 – кривошип; 4 – рабочий орган) 
 

В зависимости от «характера решаемых задач и параметров ме-

ханической части можно перейти к трехмассовой расчетной схеме 

(рис. 43б) или двухмассовой расчетной схеме (рис. 43в). Запас кине-

тической и потенциальной энергии, а также диссипативной функции 
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Релея в расчетной схеме (рис. 43а), при переходе к трехмассовой рас-

четной схеме (рис. 43б) и Δφ3 = 0 и i0 = 1» [33], запишутся в следую-

щем виде 

 

  

     

     




























.
22

;
22

;
222

2

322

2

2.

2

211.

2

322

2

2

2

211

2

32

22

20

2

11







втвт
р

п

к

W

СС
W

mJJ
W

  (4.80) 

 

При подстановке Wк, Wп, рW  в уравнения Лагранжа (3.22), при-

няв в качестве обобщенных координат 11 q , 22 q , 33 q  и про-

дифференцировав, получим уравнения, описывающие движение 

трехмассовой приведенной расчетной схемы 
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где  211212   СМ ; С12 = С1;  211.1.   втвтМ ; 

      32223223   СМ ;     2
2

2223   СС ; 

     3222.22.   втвтМ ;  2
2

2.2.   втвт ; 

J1 = J1; J2 = J0;    2
2

23  mJ  ;    223  cc FМ  ; 

2 sinR  . 

 

При замене в уравнениях (4.81) дифференцирования по углу 

дифференцированием по времени с учетом 22  dtd  система урав-

нений примет следующий вид: 
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где    322
2

223 sin   tRСtМ ;   tRСtС
2

22

2223
sin  ; 
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2.
sin   tRtМ

втвт ;   tmRtJ
2

22

3
sin  ; 

  tsinRFtM сc 23  . 

Для перехода к двухмассовой расчетной схеме (рис. 43в) выра-

жения для Wк, Wп, Wр примут вид: 
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Уравнения, которые описывают движение приведенной двух-

массовой расчетной схемы (рис. 43в) при Δφ3 = 0, запишутся в виде: 
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где      212212  
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При переходе к дифференцированию по времени получим: 
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где      2112   tCtM экв
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4.5.3. Параметрический резонанс 
 

При отсутствии зазоров «выражения для моментов в упругой 
связи при свободном движении систем с учетом непостоянства пере-
даточного числа» (рис. 42) [33], а также переменном радиусе приве-
дения (рис. 43) при i0 = 1, С2 = ∞ и некоторых допущениях выражения 
для моментов в упругой связи М12 примут вид:  
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где   21122112 JJCJJ  ;    2
2011

2
012 222 mRJJJmRJ   – 

частоты собственных колебаний; 

212 JiCB м ;  2
0

2
1 2 mRJmRCB   – параметры, обусловлен-

ные неравномерностью передачи момента; 
Δiм, R – параметры, характеризующие изменение передаточного 

числа и радиуса приведения; 
ω2 – частота возмущения. 
Уравнения (4.86) «имеют аналогичный вид и отличаются от 

уравнения Матье [22] наличием в правой части дополнительного воз-
мущающего момента, пропорционального квадрату частоты колеба-
ний ω2 параметра» [33]. Одним из наиболее интересных свойств 
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уравнения вида (4.86) является то, что в некоторых областях измене-
ние его коэффициентов дает неограниченно возрастание решения. 
Эти решения соответствуют так называемому параметрическому ре-
зонансу, при котором динамические нагрузки существенно возраста-
ют. Поэтому «определение областей, в которых возможны резонанс-
ные явления, является важной практической задачей. Из [4] известно, 
что области неограниченного возрастания решений отделяются от 
областей устойчивости периодическими решениями с параметрами Т 
и 2Т из (4.86). Из уравнений (4.86) видно, что решение с периодом 2Т 
не зависит от возмущающих воздействий правой части (4.86)» [33]. 

Решение уравнений (4.86) ищем в виде 
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В [4] получена зависимость между частотой возмущения и ча-
стотой собственных колебаний 

 

K
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2 ,     (4.88) 
 

где K = 1, 2, 3, 4. 
«Вблизи этих частот располагаются области динамической не-

устойчивости. Границы областей динамической неустойчивости 
определяются по приближенной формуле» [4] 
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122
12   ,    (4.89) 

 

где 2
12 B ; 2

12 B  – коэффициенты возбуждения; 

22  вт ; 212  .вт  – декременты затухания соб-

ственных колебаний. 
Построенная в соответствии с (4.89) диаграмма областей дина-

мической неустойчивости (рис. 44) заштрихована. 
Из формулы (4.89) извлечем критическое значение коэффициен-

та возбуждения, при котором возникает параметрический резонанс 
 

 *

1
.    (4.90) 

 

По (4.90) видно, что увеличением демпфирующей способности в 
электромеханических системах за счет привода «можно сдвигать об-
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ласти динамической неустойчивости в зону больших коэффициентов 
возбуждения» [33]. 

Выбрав λ таким образом, что   *
1 , параметрический 

резонанс на частотах K122 2  при K = 1, 3, 5… не возникает. 

Решение с периодом Т получается в виде 
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Рис. 44. Диаграмма областей динамической неустойчивости 

 

«Подставляя тригонометрический ряд (4.91) в (4.86) и прирав-

нивая коэффициенты при одинаковых sin Kω2t и cos Kω2t, получим 

систему линейных алгебраических уравнений. Ее решение определя-

ет границы четных областей динамической неустойчивости» [33] 
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При анализе (4.92) видно, что «при четном K = 2, 4, 6 “сдвиг” в 

зону больших коэффициентов возбуждения меньше, чем при нечет-

ных K = 1, 3, 5» (см. рис. 42) [33].  

Анализ уравнений (4.86) показал, что «наряду с главным резо-

нансом (ω2 ≈ Ω12) возможен резонанс на частотах ω2 < Ω12 (гармони-

ческий резонанс), а также резонанс при ω2 > Ω12 (субгармонический 

резонанс)» [33]. Не все резонансные области опасны одинаково. 

«Наиболее сильны резонансные явления в области главного и суб-

гармонического резонанса при ω2 = 2Ω12» [4, 22]. 

«В общем случае при наличии жесткости С2 (см. рис. 41) возни-

кают дополнительные параметрические возмущения, связанные с изме-

нением запаса потенциальной энергии жесткости С2 при переменном 
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радиусе приведения, учитывается дополнительными членами в уравне-

ниях (4.81), описывающих движение механической системы» [33]. 
Непостоянство передаточного числа «приводит также к появле-

нию параметрических возмущений со стороны нагрузки. При этом 
частота параметрических возмущений по нагрузке в два раза меньше 
частоты возмущений, обусловленных изменением кинетической и 
потенциальной энергии» [33]. 

Следовательно, «для проведения объективного анализа динамиче-
ских режимов работы механических систем с непостоянством переда-
точного числа необходимо учитывать параметрические возмущения, 
которые расширяют спектр частот, на которых возможны резонансные 
явления с повышенным уровнем динамических нагрузок, снижающих 
надежность и долговечность работы машин и механизмов» [33]. 

 
4.5.4. Влияние естественного механического демпфирования  

на развитие параметрических колебаний 
в различныхрезонансных зонах 

 
Рассмотрим «влияние естественного механического демпфиро-

вания на развитие параметрически возбуждаемых колебаний. Анализ 
влияния демпфирования на колебательные нагрузки проведен для 
расчетной схемы рис. 42. Упрощение анализа достигается надлежа-
щим выбором обобщенных параметров и относительных единиц, че-
рез которые выражаются коэффициенты и переменные исходной 
структурной схемы (см. рис. 42). В качестве обобщенных параметров 
и базовых величин приняты следующие» [33]: 

γ – соотношение инерционных масс, 
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Ω0 – собственная частота колебаний первой массы при жесткой 
заделке второй (J2 →∞), 
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Ω12 – собственная частота колебаний двухмассовой системы, 
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Тогда, «с учетом принятых обобщенных параметров и относи-

тельных единиц, система уравнений (4.71) при отсутствии внешних 

возмущений (М = Мc1 = Мc = 0) и зазоров ( 0 з ) примет вид» [33]: 
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«С целью выявления влияния демпфирования на установившие-

ся режимы резонансных колебаний в различных зонах снимались ам-

плитудно-частотные характеристики (АЧХ)» [33]: 
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«Принятая в качестве возмущающего момента величина 
вм  
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 имеет ясный физический смысл и 

представляет при жесткой заделке первой и второй масс максималь-

ное значение момента в упругой связи» [33]. 

«Структурная схема модели в относительных единицах при 
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 и переходе к безразмер-

ному времени t12  соответствует переходу к безразмерному опе-

ратору 12 pp » [33]. 

«Приведенная на рис. 45 схема модели по своему математиче-

скому описанию при анализе вынужденных колебаний является экви-

валентной схеме (см. рис. 41), хотя 
2  здесь задается косвенным пу-

тем. Учет изменений скорости 
2  осуществляется при замыкании 

ключа K. Разомкнутое положение K соответствует подаче возмуще-

ний в схему модели при постоянстве скорости 
2 » [33]. 

«Изменение величины логарифмического декремента осуществ-

ляется за счет изменения коэффициента модели K 4» [33]. 

«Анализ материалов моделирования показывает, что при учете 

механического демпфирования, нижняя граница которого оценивает-

ся значением λ = 0,1, и реальных значениях погрешности передачи 
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Δiм ≤ 0,05 резонансные явления в зонах гармонического и субгармо-

нического резонанса прекращаются и система утрачивает свойства, 

обусловленные нелинейностью уравнения Матье» [33]. 
 

 
Рис. 45. Структурная схема модели снятия АЧХ 

 

«Анализ влияния структур механической части на развитие ко-

лебаний в различных резонансных зонах подробно отражен автором в 

[28]» [33]. 

«Резонансные колебания в зоне субгармонического резонанса 

имеют место при малых значениях λ ≤ 0,1. В качестве иллюстрации 

на рис. 46 приведены АЧХ, снятые при λ = 0,05. Полученные АЧХ 

показывают на наличие резонансных колебаний как в зоне главного, 

так и в зоне субгармонического резонанса. При этом, как видно из 

рис. 46, амплитуды колебаний в зоне субгармонического резонанса 

превосходят таковые при главном резонансе» [33]. 

Аналогичные условия, «исключающие проявление гармониче-

ского и субгармонического резонанса, складываются и в машинах с 

эксцентриковыми и кривошипными механизмами. Здесь, несмотря на 

более значительные величины параметра, характеризующего измене-

ние момента инерции, уровень возмущений в левой части не претер-

певает существенных изменений в связи с квадратичной зависимо-

стью момента инерции на валу кривошипа в знаменателе» [33]. 
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Рис. 46. АЧХ механической части при непостоянстве передаточного числа 

 

«Проведенный анализ дает основание утверждать, что возму-

щающие моменты, стоящие в правой части уравнений (4.86) и обу-

славливающие колебания в зоне главного резонанса, являются опре-

деляющими, поэтому возмущениями, стоящими в левой части урав-

нений, можно пренебречь и рассматривать возможности линеариза-

ции систем при параметрических возмущениях» [33]. 

 

4.5.5. Линеаризация уравнений движения 

механических систем при параметрических возмущениях 

 
Количественные оценки возможных отклонений передаточного 

числа от среднего значения для применяемых в передаточных меха-
низмах зубчатых колес могут быть произведены с помощью соответ-
ствующих допусков на их изготовление, регламентированных  
ГОСТ 1643-81 «Основные нормы взаимозаменяемости. Передачи 
зубчатые цилиндрические. Допуски». Оборотные пульсации при 
восьмой степени точности оцениваются Δiм = 0,0007–0,003, причем 
уменьшаются с ростом диаметра колеса. Зубцовые пульсации переда-
точного числа при данном диаметре колеса быстро возрастают с уве-
личением модуля зацепления. Для крупных модулей (m > 25 мм) до-
пуски на погрешность обката δφ∑ и отклонения профиля зуба от иде-
ального δf ГОСТом не ограничиваются. Наиболее значительные зуб-
цовые пульсации передаточного числа характерны для открытых зуб-
чатых пар, имеющих m ≥ 25 мм и подверженных быстрому износу, 
приводящему к дополнительному увеличению погрешности зацепле-
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ния в несколько раз. Для таких передач при m = 50 неравномерность 
хода для малоизношенных передач оценена [12] пределами 
Δiм = 0,025–0,05. С увеличением износа неравномерность хода таких 
передач может достигать величины Δiм = 0,1. Погрешности цепных и 
ременных передач могут достигать значений Δiм = 0,015. Погрешно-
сти передач, изготовляемыми не грубее восьмой степени погрешно-
сти, можно не учитывать. 

 Учитывая, что «в большинстве случаев пульсации передаточно-
го числа не превышают двух процентов от среднего значения [14, 29], 

в (4.71) для 12M   можно пренебречь вторым членом вследствие его 

малости. Частота пульсаций передаточного числа Ω пропорциональна 
скорости ω2, т. е. непостоянна. Однако изменением ω2 в течение пе-
риода можно пренебречь. Если считать кинематическую связь при-
ближенно интегрируемой» [33] 

 

tiм  cos222  ,    (4.97) 
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  sinmax2
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22  ,   (4.98) 

 

где  мmax i2  – максимальная угловая погрешность передачи. 

«С учетом принятых допущений система уравнений (4.71) при 
Δφ3 = 0 становится линейной» [33] 
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где tsinСМ maxв  12  – «внутреннее возмущение, приложенное 

к обеим массам в противофазе и изменяющееся по синусоидальному 
закону» [33]. 

Структурная схема «линеаризованной механической системы 
при вращательном движении с учетом внутренних возмущений при 
пренебрежении естественным механическим демпфированием приве-
дена на рис. 47» [33]. 
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Рис. 47. Структурная схема линеаризованной механической  

системы при вращательном движении исполнительного механизма 

 

«Линеаризация полагает независимость возмущающего момента 

от колебаний скорости, связанных зацеплением валов, т. е. синусои-

дальность его формы. Как показывают исследования, проведенные ав-

тором [28, 31, 32], значения резонансных амплитуд колебаний М12.м, 

рассчитанные для линеаризованной системы, имеют тем большие рас-

хождения в сторону завышения их значений по сравнению с нелиней-

ной системой, чем больше структура механической части способству-

ет колебаниям скорости, связанных зацеплением валов» [33]. 

«Для расчетной схемы (см. рис. 42) наиболее значительные коле-

бания скорости, связанные зацеплением валов, имеют место в системах 

с малыми значениями γ. Поэтому наибольшие расхождения М12.м, рас-

считанных для линеаризованной и нелинейной систем, имеют место 

при малых γ и сравнительно невелики и не превышают 10% для γ ≥ 1,5. 

В области γ = 1,5–∞ ошибки не будут превышать 15%» [33]. 

«Система (4.99), в отличие от (4.71), не содержит переменных 

коэффициентов и является линейной системой с постоянными по ам-

плитуде возмущениями max12  СМв , приложенными к обеим 

массам в противофазе и изменяющимися по синусоидальному закону 

с частотой Ω, пропорциональной средней угловой скорости движения 

механической части. Однако, во избежание принципиальных ошибок, 

следует иметь в виду, что указанное возмущение в виде самостоя-

тельных моментов в системе отсутствует» [33]. 

Уравнение движения расчетной схемы на рис. 43в при Δφ3 = 0, 

С2 = ∞, i0 = 1 для механических систем с кривошипными и эксцентри-

ковыми механизмами имеет вид 
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«Для линеаризации (4.100) заменим пульсирующую составляю-

щую в приведенном моменте инерции поступательно движущейся 

массы ее средним значением при ω2 = const, тогда момент инерции 

второй массы» [33] 
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В результате система уравнений (4.101) примет вид: 
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 (4.102) 

 

Структурная схема линеаризованной модели отражена на 

рис. 48. 

«В рассматриваемой системе имеют место два параметрических 

возмущения со стороны нагрузки на исполнительном механизме 

tsinRFM сc 2  и внутреннее tsinmRМ в 2
2

2
2 2

2



 » [33]. 

«При грубом приближении минимум количественных расхож-

дений при расчетах колебательных нагрузок в линеаризованной и не-

линейной системах можно оценить по уровню отклонения максимума 

пульсирующей составляющей приведенного момента к валу криво-

шипа к его среднему значению» [32] в зависимости от параметра 
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Рис. 48. Структурная схема линеаризованной механической системы 
с кривошипным и эксцентриковым передаточным механизмом

 

 
Тогда «уровень отклонения максимума пульсирующей состав-

ляющей к среднему значению приведенного момента инерции на ва-
лу кривошипа в зависимости от параметра a запишется в виде» [33] 

 

 12

2
1

2

22








a

a

J

JJ

ср

cрmax
,   (4.104) 

где 
2

0max2 mRJJ  . 

«При a > 5 количественные ошибки при расчетах в линеаризован-
ной и нелинейной системах будут превышать 30%, а с учетом зависи-
мости параметрических возмущений от непостоянства скорости ω2 эти 
расхождения становятся еще более значительными. В системах при 
учете С2 дополнительно добавляются параметрические возмущения, 
обусловленные переменными значениями приведенной жесткости, что 
еще более уменьшает возможность проведения линеаризации» [33]. 

«При линеаризации одновременно с уменьшением точности 
расчетов теряется достоверная информация о качественной картине 
протекающих в системе явлений, связанных с взаимодействием в си-
стеме возмущений с частотами, близкими частоте собственных коле-
баний системы, приводящих к появлению биений» [33]. 

Поэтому «наиболее полную и достоверную информацию иссле-
дуемых явлений в механической части систем с кривошипными и 
эксцентриковыми передаточными механизмами можно получить при 
использовании в расчетах исходной системы уравнений (4.100)» [33]. 
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4.6. Оптимизация передаточного числа механизмов  

с вращательным движением исполнительного механизма 
 
Если передаточное число механизма не задано, его можно вы-

брать оптимальным по какому-либо критерию, например по быстро-
действию, минимуму массы электромеханического модуля (двигатель – 
передаточный механизм), минимуму потерь энергии за цикл и т. п. 

 

4.6.1. Выбор оптимального передаточного числа 

для обеспечения максимального быстродействия 

 
Так, например, ряд приводов машин работает в повторно-крат-

ковременном режиме при большой частоте включений. Поэтому воз-
никает «задача выбора оптимального передаточного числа редуктора 
при известных параметрах механизма и двигателя для обеспечения 
максимально допустимых ускорений при пуске» [33] и торможении 
исполнительного механизма. График изменения скорости исполни-
тельного механизма в цикле работы при повторно-кратковременном 
режиме, состоящий из участков пуска, работы с установившейся ско-
ростью торможения и паузы, приведен на рис. 49. 

 

 

Рис. 49. Тахограмма электропривода повторно-кратковременного  
режима работы (S3): tп, tу, tт, tц – время пуска работы  

с установившейся скоростью торможения, паузы и цикла 

 
Уравнение движения редукторного электропривода при пуске и 

торможении для одномассовой системы запишется в следующем виде 
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где М – электромагнитный момент двигателя; 

t п

ωим

t

t у t т t 0
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cМ  – момент сопротивления исполнительного механизма; 

J1 = K∙Jд, K = 1,1–1,3 – суммарный момент инерции двигателя и 

передаточного механизма;  

Jим – момент инерции исполнительного механизма; 

η – коэффициент полезного действия исполнительного механизма. 

Согласно уравнению (4.105) ускорение механизма 
 

им

cим

JiJ
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dt
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.           (4.106) 

 

При « оптii   функция  if  имеет максимум, для отыскания 

которого необходимо взять производную dε/di и приравнять ее к ну-

лю» [33]. В результате получим уравнение  
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Решение (4.107) дает выражение для оптимального передаточ-

ного числа при пуске, торможении электропривода 
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В (4.108) верхний знак соответствует случаю пуска, а нижний – 

торможения электропривода. Приняв в качестве iопт редуктора его 

среднее значение 
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Для частного случая Мc = 0 и η = 1 получим 
 

1J

J
i им
опт  ; 

12
J

i

J
J

опт

им
пр.им  ,   (4.110) 

 

где пр.имJ  – приведенный момент инерции исполнительного меха-

низма к валу двигателя. 

Следовательно, «оптимум передаточного числа имеет место, ко-

гда приведенный к валу двигателя суммарный момент инерции элек-
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тропривода 
11 2JJJJ пр.им 
» [33], т. е. при оптимальном переда-

точном числе редуктора кинетическая энергия исполнительного ме-

ханизма равна кинетической энергии двигателя и передаточного ме-

ханизма  

22

2
11

2  JJ имим  .     (4.111) 

 

«Максимальное ускорение при оптимальном передаточном чис-

ле редуктора» [33] 
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 ,   (4.112) 

 

где 11 JM – «максимальное ускорение, развиваемое двигателем 

при пуске без исполнительного механизма» [33]. 

Величина оптимального передаточного числа, рассчитанная по 

(4.109), должна обеспечивать возможность получения максимальной 

скорости механизма из условия 
 

max.max1 имоптi  ,    (4.113) 
 

где max1 , max.им  – максимальные значения скорости двигателя и 

исполнительного механизма. Если данное условие не выполняется, то 

необходимо принять значение, близкое к max1 . 
 

оптим i max.max1  .    (4.114) 
 

Оценим допустимую частоту включения электропривода в соот-

ветствии с методом средних потерь 
 

 
ууттппчн tPtPtPtP  .  (4.115) 

 

Мощности потерь при пуске и торможении можно принять одина-

ковыми (ΔРп ≈ ΔРт), так как данные процессы идут при одинаковом то-

ке двигателя, выражение (4.115) можно записать в следующем виде 
 

 
уутпнпчн tPttPKtP  ,   (4.116) 

 

где нпп PPK   – коэффициент нагрузки по потерям в переходных 

режимах электропривода. 
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Перемещение за время пуска и торможения составит  
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 ,   (4.117) 

 

где εп2 – ускорение массы исполнительного механизма при пуске. 

Тогда время  тп tt   будет равно 
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 .       (4.118) 

 

Подставив (4.118) в (4.116), получим величину допустимой ча-

стоты включений 
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,  (4.119) 

 

где оптимп i  1  – ускорение вала двигателя. 

Из (4.119) следует, что увеличение fдоп требует увеличения уско-

рения привода в переходных режимах при пониженных перегрузках 

двигателя, что достигается применением специальных двигателей с 

высокими значениями εп1 при малых Кп, имеющих пониженное зна-

чение момента инерции ротора. Это двигатели постоянного тока с 

гладким и немагнитным якорем, вентильные (синхронные) двигатели 

с возбуждением от постоянных магнитов из редкоземельных метал-

лов (самарий – кобальт, неодим – железо – бор). Такие двигатели раз-

вивают наиболее высокие значения ε1max ≈ 2·104 рад/с2 при относи-

тельно небольших перегрузках по моменту Кпм ≤ 2. 

 

4.6.2. Выбор передаточного числа из условия получения  

минимальной массы электромеханического модуля 

 

Рассмотрим вопрос рационального выбора передаточного числа 

редуктора, обеспечивающего получение минимальной массы элек-

тромеханического модуля (ЭМ), которая в различных типах машин 

[26, 27] составляет 0,7–0,8 массы машин. Следовательно, наиболее 

рациональным путем снижения массы машины является оптимизация 

массы ЭМ, включающего в себя электродвигатель и передаточный 

механизм (редуктор). 



140 
 

«В качестве показателей использования массы редуктора, двигате-
ля и ЭМ приняты коэффициенты удельной материалоемкости» [33] Кр, 
Кд, Кэм, численно равные отношению их масс к номинальным моментам 
на их выходе. Чем меньше Кэм, тем выше использование массы ЭМ 

 

i

К
КK д

рэм  .    (4.120) 

 

Установлено [26, 27], что удельные материалоемкости плане-
тарных, волновых и цилиндрических редукторов со средним и боль-
шим передаточным числом находятся в следующих пределах: 

 планетарные редукторы 0,1–0,5 кг/Н·м; 

 волновые редукторы 0,05–0,2 кг/Н·м; 

 цилиндрические редукторы 1–4 кг/Н·м. 
«Анализ удельной материалоемкости различных типов электро-

двигателей общепромышленного применения, высокоскоростных 
асинхронных и коллекторных электродвигателей показывает, что они 
имеют удельную материалоемкость в пределах 2–10 кг/Н·м» [33]. 
Меньшие значения Кд имеют асинхронные и синхронные двигатели 
из серий двигателей общепромышленного применения. «Высокоско-
ростные асинхронные двигатели имеют несомненные преимущества 
перед коллекторными по удельной материалоемкости, надежности и 
энергетическим показателям» [33]. 

Согласно (4.120) при i → ∞ показатель Кэм стремится к своему 

теоретическому пределу (Кэм → рК ), «предопределяет необходимость 

увеличения передаточного числа редуктора и применения высоко-
скоростных электродвигателей. Проведенный анализ удельной мате-

риалоемкости показывает, что Кд и рК  отличаются больше чем на 

порядок в пользу редуктора (Кд > 10 Кр). При iр = Кр / Кд уравнение 
(4.120) примет вид» [33] 

 











2

1
1

i
КK рэм

.    (4.121) 

 

На рис. 50 приведена зависимость Кэм /Кр = f(i), построенная в 

соответствии с (4.121). 
Условием рационального выбора iм «следует считать отклонение 

Кэм от своего теоретического предела не более 20–30%» [33]. 
«Для обратного перехода и нахождения iм, обеспечивающей массу 

ЭМ, близкую минимальной из (4.121), получим соотношение» [33] 
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где значение рККa эм  определяется по графику рис. 50. 

Для указанных пределов Кэм найденные значения составят» [33] 
 

 

Рис. 50. Зависимость Кэм/ Кр = f(i) 
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«Показатели удельной материалоемкости Кд и рК  линейно кор-

релируют со значениями выходного момента и мало зависят от пере-

даточного числа и номинальной частоты вращения двигателя ω1н, по-

этому с учетом соразмерности при объединении редуктора и двигате-

ля в единый ЭМ наблюдается стабильность отношений Кд / рК . В 

рассматриваемом диапазоне моментов ЭМ и различных типов редук-

торов определяется отношение Кд / Кр и далее, согласно (4.123), нахо-

дится рациональный диапазон передаточных чисел редуктора. Реко-

мендуемые скорости вращения для цилиндрических и планетарных 

редукторов ≥ 314 1/с, для волновых ≥ 628 1/с» [33]. 

В [49] даются рекомендации по выбору числа ступеней редукто-

ра в зависимости от величины его передаточного числа: при i < 3,38 

наименьший вес имеют системы с одноступенчатым редуктором, при 

3,38 < i < 8,52 целесообразно применение двухступенчатых редукто-

ров, а при 8,52 < i < 20,93 – трехступенчатых редукторов. 
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Записка
не вижу открывающих кавычек. и вроде как  незаконченное предложение. 
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5. МЕХАНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  

ЭЛЕКТРОПРИВОДА 

 

Анализ динамических режимов работы механической части 

проводился при предположении независимости электромагнитного 

момента двигателя от его скорости. Момент двигателя принимался 

постоянным М = const или как независимая функция времени М(t). 

На самом деле электрическая часть электропривода, включаю-

щая в себя электродвигатель, силовой преобразователь и систему 

управления, и механическая часть со связанными движущими масса-

ми двигателя и механизма образуют единую электромеханическую 

систему. Процессы, протекающие в электрической и механической 

частях системы, взаимосвязаны за счет наличия электромеханической 

связи (зависимости ЭДС двигателя от его скорости вращения ω1). 

Электромеханическая связь определяет зависимость электромагнит-

ного момента от скорости   fМ 1 . Данная зависимость называется 

механической характеристикой электропривода. 

В [36, 12] на основании анализа электромеханических свойств 

разомкнутых и замкнутых систем электропривода установлено, что 

при определенных условиях механические характеристики электро-

приводов с различными типами двигателей описываются идентичны-

ми уравнениями. Поэтому при данных условиях аналогичны и основ-

ные электромеханические свойства привода, что создает предпосыл-

ки для обобщенного анализа динамических режимов электромехани-

ческих систем. 

 

5.1. Линейная механическая характеристика электропривода 
 

Уравнение обобщенной динамической механической характери-

стики электропривода  fМ   можно представить в виде 
 

dt

dM
ТММ экз  1 ,     (5.1) 

 

где Мкз = β ω0 – «момент короткого замыкания электропривода, 

имеющий место в режиме стопорения» [33] (ω1 = 0), где ω0 – скорость 

идеального холостого хода, которую электропривод имеет при отсут-

ствии нагрузки на его валу;  
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β = dM/dω – жесткость статической механической характери-

стики электропривода;  

Тэ – электромагнитная постоянная времени силовых цепей элек-

тропривода. 

«К такому виду механической характеристики при приемлемых 

для инженерной практики допущениях может быть приведен ряд 

разомкнутых и замкнутых систем электропривода постоянного и пе-

ременного тока с линейными и нелинейными характеристиками при 

их линеаризации в области малых отклонений от точки статического 

равновесия» [16, 30, 34]. 

 

5.2. Электроприводы с двигателями постоянного тока 

 

Характеристику вида (5.1) «имеет двигатель постоянного тока 

независимого возбуждения (ДПТНВ), работающий с постоянным 

магнитным потоком Ф = const (рис. 51а)» [33]. Здесь 
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где С – постоянная ЭДС и момента двигателя  
 

С = КФ,             (5.3) 
 

где aN 2рК п  – конструктивный коэффициент, где рп – число пар 

полюсов; N – число активных проводников обмотки якоря; а – число 

параллельных ветвей якорной обмотки; 

я
R , 

я
L  – суммарное сопротивление и индуктивность якорной 

цепи. 

Аналогичные характеристики имеют электроприводы разомкну-

тых систем управляемый преобразователь-двигатель (УП-Д) с элек-

тромашинными и полупроводниковыми преобразователями 

(рис. 51б). 

Система генератор-двигатель (Г-Д) с ДПТНВ 
 

 
С

еп0 ; 
дуп.

С




R

2

 ; 
дуп.

дуп.
яэ

L
ТТ






R
,   (5.4) 

 

где гггг ФКее п  – ЭДС генератора; 
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д.яуп.эдуп.   RRR , где ягR Rуп.э   – эквивалентное сопротив-

ление электромашинного управляемого преобразователя (генератора); 

д.яг.ядуп. LLL    – суммарная индуктивность якорной цепи 

системы Г-Д. 
 

  
а) б) 

 
                     в)                                     г)                                         д) 

Рис. 51. Системы электропривода с двигателями постоянного тока: двигатель 

постоянного тока независимого возбуждения, работающий с постоянным  

магнитным потоком Ф = const (а), электропривод разомкнутый системы  

управляемый преобразователь-двигатель с электромашинными  

и полупроводниковыми преобразователями (б), двигатель постоянного тока 

 последовательного возбуждения (в), двигатель постоянного тока смешанного 

возбуждения (г), механические характеристики (д) 

 

Система тиристорный преобразователь-двигатель (ТП-Д) и си-

стема широтно-импульсный преобразователь-двигатель (ШИП-Д) с 

ДПТНВ. Здесь в системе ТП-Д: 
 

С

еп0 ; cosmaxdп Ее  , 

 

U
я

+

-

iя

О
Н
В

М, ω

е
п

iя

О
Н
В

М, ω

Rэ.уп

Uу
УП

~

от ДOC

U
я

iя

М, ω
ОПВ

U
я

О
Н
В

М, ω

iя

ОПВ

ω

М

ω0

Δω

ΔМ

1



145 
 

где  maxdЕ  – максимальная величина выпрямленной ЭДС при есте-

ственной коммутации вентилей, равная фmaxd ЕU 2171  ,  – при трех-

фазной нулевой схеме выпрямления; фmax.d ЕU 2342  ,  – при мосто-

вой схеме выпрямления, где Е2ф – действующее значение фазной 
ЭДС вторичной обмотки трансформатора; 

в.сррткуп.э RRRRR   – эквивалентное сопротивление тири-

сторного преобразователя, где 2тк mxR   – сопротивление, учиты-

вающее снижение выпрямленного напряжения из-за коммутации то-
ков вентилями преобразователя; приведенные ко вторичной цепи ак-
тивные и индуктивные сопротивления рассеяния фазы трансформа-

тора  21212 nnRRRт  ,  2
1212 nnxxxт  , где R1, R2, x1, x2 – актив-

ные и индуктивные сопротивления первичных и вторичных обмоток 
трансформатора; n1, n2 – число витков первичной и вторичной обмо-

ток трансформатора; m – число фаз выпрямления; рR  – сопротивле-

ние обмотки сглаживающего ротора; ср.вR  – усредненное сопротивле-

ние n вентилей, по которым протекает ток Iном: номвв.срR IUn  ; 

 вU 1–2 Вольта – падение напряжения на одном вентиле; 

д.яуп.эдуп.   RRR ; 
дуп.

дуп.
яэ

L
ТТ






R
 – электромагнитная постоян-

ная времени системы ТП-Д; д.ярдуп. LLL    – суммарная индук-

тивность силовой цепи системы УП-Д. 
В системе ШИП-Д с ДПТНВ: 
 

С

еп0 ;  пUеп
, 

 

где  Uп – напряжение питания на входе широтно-импульсного пре-
образователя;   

ц
tt р  – относительная продолжительность включения; tр – 

время подключения двигателя к источнику питания; tц = tр + tп – вре-
мя цикла;  tп – время отключенного состояния двигателя (паузы). 

  

дуп.С  R2 ; 
.дяв.ср.   RRRR рдуп

;  

дуп.

дуп.
яэ

L
ТТ






R
; 

дярдуп LLL ..   . 
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К динамической механической характеристике вида (5.1) сво-
дятся также «системы с безынерционным преобразователем и отри-
цательными связями по скорости ω1, току якорной цепи iя» [33], гиб-
кой по току iя (рис. 51б). 

Выражения для Мкз, ω0, β, Тэ в указанных случаях имеет следу-

ющий вид: 

 в системе с жесткой отрицательной обратной связью по скорости 
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   (5.5) 

 

 в системе с жесткой отрицательной связью по току якоря 
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 в системе с гибкой отрицательной обратной связью по току 
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где Куп, Кос, Кот, Кот.г – коэффициент усиления управляемого преоб-

разователя по напряжению и, соответственно, коэффициенты обрат-

ных связей. 

«Близкой к (5.1) характеристикой обладают системы УП-Д, за-

мкнутые обратными связями по току, напряжению и скорости при 

инерционном преобразователе. Исследования показывают, что инер-

ционность преобразователя, играя роль фильтра, при значительных 

частотах колебаний сохраняет демпфирование, присущее разомкну-

тым системам УП-Д» [5, 16, 34, 42]. 

«Аналогичный (5.1) вид механической характеристики имеет ме-

сто и в системах подчиненного регулирования при традиционных до-
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пущениях, используемых при последовательной коррекции внутрен-

него контура тока и внешнего контура регулирования скорости» [33]. 
 

, ; ;
у




 ТаТ
Таа

Т

R

С

К

U
тэ

тс

м

дп.ос

зс 


1
2

0   (5.8) 

 

где дп.RСβ  у
2

; 

11 JТм   – электромеханическая постоянная времени двигателя; 

ст аа   ,  – коэффициенты демпфирования контуров регулирования 

тока, скорости. 

Характеристику вида (5.1) имеет замкнутая обратной связью по 

скорости система источник тока – двигатель (ИТ-Д) при Iя = const 

(рис. 52). 

 

Рис. 52. Электропривод по системе источник тока – двигатель  

 

Для системы ИТ-Д 
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где увв UUК   – коэффициент усиления возбудителя (В) по напря-

жению;  

вф iФК  ; ФIМК ям  ;  

Rв, Lв – сопротивление и индуктивность цепи обмотки возбуж-

дения. 

 

Iя=const
М, ω

ИТ
~

Uзс

iв

ОНВ

Uв

В Uос
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5.3. Электроприводы с двигателями переменного тока 

  

Асинхронный двигатель (АД) (рис. 53а, 53б) при линеаризации 

рабочего участка его механической характеристики в области скольже-

ний S < Sк, также может быть представлен характеристикой (5.1), где 
 

пн рf н10 2  ; кнк SM 02   ; кн.эл ST 01 э ; 








 (5.10) 
22

12 кк XRRS  ; 

  22
110

2
1 23 кннк XRRUM   , 

 

где R1, X1, 2R , 2X   – активные и индуктивные сопротивления стато-

ра и приведенные ротора; 

21 XХХк   – индуктивное сопротивление короткого замыкания; 

нн.эл f10 2  ; пpf нн 10 2   – электрическая скорость и ско-

рость вращения поля статора при номинальной частоте f1н;  

рп – число пар полюсов; 

Мк, Sк – критический момент и критическое скольжение; 

U1н – номинальное фазное напряжение. 
 

 
 

а) б) 

Рис. 53. Системы регулирования АД с фазным ротором (а), частотного  

и частотно-токового регулирования (б) 
 

Аналогичные соотношения справедливы и для частотно-регу-

лирующих электроприводов с системами скалярного управления и 

законами управления при питании АД от преобразователя частоты со 

свойствами источника напряжения (ИН) constfU 11 ; constс 1 ; 

const  и const2 . Формулы для расчета ω0, Sк, Мк, β и Тэ для 

соответствующих законов управления приведены в табл. 15. 

АД
М, ω

~

М, ω

Uу ПЧ

(ИН, ИТ)
От ДОС

АД

I1=const

f1=var
От ИТ

U1=var

f1=var
От ИН
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В табл. 15 приняты следующие обозначения: f1 – текущее значе-

ние частоты; н111 fff 
 – относительное значительное частоты; 

*
н ffpf 1110 22   п  – скорость вращения поля статора при теку-

щей частоте; X1, 2X  , нX  – индуктивные сопротивления статора, 

приведенное ротора и контура намагничивания при f1н; I1 – действу-

ющее значение тока статора. 

При питании АД от источника тока I1 = const данные основных 

параметров также приведены в табл. 15. 

Характеристики вида (5.1) имеют место также в разомкнутых 

системах полярного и векторного управления по системе преобразо-

ватель частоты – асинхронный двигатель (ПЧ-АД) и замкнутых си-

стемах регулирования момента и скорости при скалярном, полярном 

и векторном управлении [34]. 

У синхронного двигателя (СД) на рис. 54а пусковая (демпфер-

ная) короткозамкнутая обмотка ротора, обеспечивающая прямой пуск 

в асинхронном режиме и демпфирование колебаний ротора, имеет 

механическую характеристику, свойственную короткозамкнутому АД 

(5.10). 

  
а) 

 

б) 

Рис. 54. Системы электропривода с синхронным двигателем:  

с пусковой (демпферной) короткозамкнутой обмоткой ротора (а),  

с зависимым инвертором и датчиком положения ротора  

(вентильный двигатель) (б) 
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Вентильный двигатель (ВД) на основе синхронного двигателя с 

зависимым инвертором и датчиком положения ротора (ДПР) (рис. 54б) 

в двухфазном представлении в осях d, q при условии L1d = qL1  = L1 и 

нулевом угле смещения коммутации ключей инвертора 
 

C

U max1
0  ; 

1

2

R

C
 ; 

1

1

R

рU
M max вп

кз


 ; 111 RLТТэ  , 

 

где R1, L1 – активное сопротивление и индуктивность фазы стато-

ра СД; 

в прС  – постоянная ВД; 

maxU1  – амплитудное фазное напряжение двухфазной модели; 

рп, Ψв – число пар полюсов и потокосцепление цепи возбуждения. 

«Для СД с векторным управлением при поддержании потокос-

цепления статора Ψ1 = const» [33] 
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«Проведенный анализ показывает, что большинство электро-

приводов с двигателями постоянного и переменного тока при прием-

лемых допущениях можно представить линейной или линеаризован-

ной механической характеристикой (5.1) при учете электромагнитной 

инерции силовых цепей» [33].  
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6. ДИНАМИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ  

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 

6.1. Критерии оптимизации и методы анализа  

динамических режимов электромеханических систем 
 

В зависимости от вида инерции в электромеханических систе-

мах имеют место механические, электромагнитные и тепловые пере-

ходные процессы. 

Рассмотренные выше механические переходные процессы, вы-

званные изменениями момента двигателя и нагрузки, когда момент 

двигателя задавался в виде независимой функции времени М(t), не 

учитывали взаимодействия между механической и электрической ча-

стями электромеханической системы. 

В электромеханических системах момент двигателя зависит от 

механической переменной – скорости двигателя. Электромеханиче-

ская связь, обусловленная зависимостью противо-ЭДС двигателя от 

его скорости вращения, объединяет механическую и электрическую 

части в единую систему, переходные процессы в которой являются 

электромеханическими переходными процессами. 

Изменения управляющих и внешних воздействий приводят к 

изменению тепловых потерь, выделяющихся в двигателе, и к измене-

нию его температуры. Такие переходные процессы получили назва-

ние тепловых переходных процессов. 

Реализация необходимых законов движения рабочих органов 

машин и механизмов в технологических процессах установок – одна 

из главных задач электропривода. 

Возможны различные траектории перехода системы из одного 

состояния в другое, обеспечивающие оптимальное значение требуе-

мых показателей регулирования по быстродействию, минимуму по-

терь энергии и динамических нагрузок в переходных процессах и т. д. 

В связи с многообразием оптимизируемых показателей, их 

практической значимостью и противоречивостью требований к дина-

мическим свойствам систем и их законам управления определение 

характера переходных процессов и оптимальных траекторий движе-

ния является сложной практической задачей. 

При постановке задачи отработки заданного перемещения пози-

ционных механизмов за минимальное время при минимуме потерь 

энергии и без учета ограничений, накладываемых на величину допу-
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стимого момента и скорости двигателя, как видно из рис. 55а, при 

Мс = 0 достигается формированием в переходном процессе линейного 

закона изменения момента М(t) и параболического изменения ω(t). 
 

 
а)                           б) 

 
в) 

Рис. 55. Оптимальные по быстродействию процессы при минимуме 

потерь (а), при ограничении момента и скорости (б), при пуске, реверсе 

и торможении с реактивным характером нагрузки (в) 
 

В варианте постановки задачи отработки заданного перемеще-

ния за минимальное время при ограничении в переходных режимах 

момента и скорости двигателя допустимыми значениями при Мс = 0 

приходим к равномерно ускоренному характеру изменения скорости 

(рис. 55б). При наличии нагрузки в зависимости от ее величины и ха-

рактера, согласно уравнению движения (3.25), ускорение системы не 

является постоянным (рис. 55в) 
 

 






J

ММ
dtdЕ сстоп 




.          (6.1) 

ω, М

+Мmax

ωmax

t

- Мmax

t р

t п t т

- Мдоп 

ω, М
Мmax

ωн

t

- Мmax

t р

t п

t т

Мдоп 

- Мдоп

ω, М

ωн

t

t т

t п t т

Мдоп 

-  ωн

Мс 

- Мс 

ω

М



154 
 

Здесь при реактивном характере нагрузки скорость при пуске и 

торможении изменяется с различным ускорением. 

Сравнение двух оптимальных графиков движения (рис. 55б) с 

одинаковым временем движения tр и ωmax = ωн перемещение при ли-

нейном изменении момента несколько больше, чем при 

М = Мдоп = const, так как перемещение за время tр пропорционально 

площади, ограниченной кривой ω(t). Сравнительный анализ, приве-

денный в [14, 46, 50], показал, что потери при одинаковом перемеще-

нии и линейном законе изменения момента в двигателе на 12% мень-

ше, чем при М = Мдоп = const. Однако такое преимущество может быть 

достигнуто только в том случае, если Мmax > Мдоп. При наличии огра-

ничений М ≤ Мдоп и скорости ω ≤ ωн параболический график измене-

ния скорости не имеет преимуществ, но формируется сложнее, чем 

трапецеидальный, и на практике применение не получил. 

Однако и реализация трапецеидального графика изменения ско-

рости при формировании прямоугольного графика изменения момен-

та ограничена электромагнитной инерцией Тэ силовых цепей, исклю-

чающей нарастание момента двигателя скачком. 

«Приложение моментов к механической части систем при нали-

чии упругих связей и зазоров обусловливает появление колебательных 

нагрузок» [33], увеличивающих максимальные нагрузки передач. В 

подразделе 4.4.2 установлено, что при пуске динамический коэффици-

ент может достигать значений Кд = 2, а при выборе зазоров в переда-

чах Кд > 2. Существенного снижения динамических нагрузок можно 

достичь увеличением плавности нагружения за счет ограничения тем-

па нарастания момента значением (dM/dt)доп. При экспоненциальном 

характере изменения момента с постоянной Т > π/Ω12 достигается 

снижение динамического коэффициента до значений Кд = 1,5–1,1. 

Следовательно, в формулировке задачи оптимального управле-

ния переходными процессами отработки заданного перемещения за 

минимальное время при ограничении момента и скорости и динами-

ческих нагрузок соответствуют зависимости изменения М(t), ω(t) и 

dM/dt на рис. 56. 

Максимальное использование электропривода по моменту обес-

печивает сокращение длительности переходных процессов. 
 



155 
 

 
Рис. 56. Оптимальные зависимости М(t) и ω(t),  

обеспечивающие ограничение динамических нагрузок 
 

Оценим влияние переходных процессов на производительность 

механизма. Рассмотрим, как будет зависеть время отработки заданно-

го углового перемещения φ в случае Мс = 0 и ограничениях, наложен-

ных на скорость вращения вала двигателя ωн и его ускорение ε 

(рис. 57). 

 

 
а) б) 

Рис. 57. Влияние ускорений на время отработки заданного углового 

 перемещения: временная диаграмма цикла работы (а), зависимость 

  ftt min.рр  от различных значений 

пп  (б) 

 

При равенстве ускорений при пуске и торможении   mn  

время tр определяется соотношением  
 

н

н
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 .     (6.2) 
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Время t будет минимально при   и равно 
нmin.рt  . При-

няв tр.min за базовую величину выражение (6.2), приведем к виду 
 

1
min.








пп

р

р

t

t
,     (6.3) 

 

где 
доп


  ; 






р.пп
пп 

;  

допнр.пп  2  – угловое перемещение в течение пуска и тор-

можения с расчетным ускорением εдоп. 
На рис. 57б приведены зависимости, полученные с помощью 

(6.3) для различных значений 

пп . При 


пп =1, когда привод при рас-

четном ускорении работает только в переходных режимах, увеличе-

ние ускорения в 2–4 раза дает существенное уменьшение времени рt , 

составляющее 25–37,5% в сравнении с графиком при расчетном 
ускорении. Дальнейшее уменьшение длительности переходных про-
цессов при ε* > 4 менее эффективно. 

В случаях переходных процессов, когда они в рабочем цикле за-
нимают незначительную долю, увеличение ускорения на время рабо-

чего периода влияет незначительно, как при 

пп

 = 0,4; увеличение 

ускорения вдвое уменьшает рt  лишь на 10%. Эффект повышения 

производительности еще меньше за счет наличия пауз в рабочем цик-
ле, время которых от ε* не зависит. 

Следовательно, для механизмов, работающих в основном в пе-
реходных режимах, необходимо стремиться к максимальному ис-
пользованию привода по допустимому моменту. В том случае, когда 
привод работает преимущественно с установившейся скоростью и 
малых значениях предположительности включения (ПВ)  

 

% 
t

t
ПВ

ц

р
100 , 

 

увеличение ускорений не дает существенного выигрыша в повыше-
нии производительности. Ограничение ускорений в переходных ре-
жимах является одновременно резервом, обеспечивающим снижение 
динамических нагрузок, которые пропорциональны максимальному 
ускорению. 
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Ряд производственных механизмов в зависимости от протекания 

механических процессов требует ограничения ускорений в переход-

ных режимах. Например, необходимость ограничения ускорений пас-

сажирских лифтов, связанная с неблагоприятным воздействием ди-

намических нагрузок на организм человека, превышающих величину 

так называемого «комфортабельного» ускорения адоп = 1,5 м/с2. К ме-

ханизмам, у которых заданное ускорение является предельно допу-

стимым, относятся механизмы передвижения и поворота кранов, ка-

натных дорог, инерционные механизмы с фрикционной связью при 

недопустимости пробуксовывания данной связи (лебедки с канатове-

дущими шкивами трения, ременными передачами, механизмы на 

рельсовом ходу, рольганги) и т. п. Для механизмов с ручным управ-

лением необходимость управления ограничения ускорений диктуется 

удобством управления. Полное время реакции оператора около одной 

секунды, поэтому время пуска до основной скорости не должно быть 

меньше этого значения. 

Поэтому здесь ускорения могут изменяться только в сторону 

уменьшения (ε ≤ εдоп). Следовательно, минимальное время отработки 

заданных перемещений при изменении нагрузки Мс = var и суммар-

ного момента инерции varJ   может быть получено при условии 

поддержания постоянства ускорения ε ≈ εдоп. 

Такие переходные процессы оптимальны по быстродействию 

при ограничении ускорений. 

Постоянство ускорения (рис. 58а) при изменении значений Мс от 

Мс.min до Мс.max и J  от min.J  до max.J  достигается соответствую-

щим изменением момента двигателя в соответствии с уравнением 

движения 
 

сдоп МJM   . 
 

Если система управления не обеспечивает поддержания посто-

янства ускорения (отсутствие задатчика интенсивности на входе си-

стемы регулируемого электропривода), момент двигателя при пуске и 

торможении не будет реагировать на изменения Мc и J . В данном 

случае величина допустимого момента двигателя выбирается из 

условия 
 

max.cдопmin.доп МJM    .    (6.4) 
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а)                                б) 

Рис. 58. Переходные процессы при ограничении ускорения с изменением (а)  

и при постоянстве момента сопротивления Мс (б) 

 
С ростом нагрузки и момента инерции снижается и ускорение. 

Минимально значение ускорения 
 

max.

max.сдоп
min

J

МM




 .                (6.5) 

 

Кривые изменения ω(t) и М(t), соответствующие постоянству 

момента двигателя М = Мдоп в переходных режимах, соответствую-

щих Мc = Мс.max и max.JJ    (1, 2), а также Мс.min до и min.J  (3, 4), 

приведены на рис. 58б.  

Если по условиям технологического процесса снижение ускоре-

ния и увеличение времени пуска недопустимо, необходимо обеспе-

чить способы управления пуском, обеспечивающие переходные про-

цессы при ε = εдоп = const. 

На практике точной реализации оптимальных зависимостей пе-

реходных процесс не требуется и вполне достаточно обеспечить их 

характер, достаточно близкий к одному из рассмотренных оптималь-

ных. Как отмечено в [46], оптимальной в практическом отношении 

следует считать ту систему управления, при помощи которой дости-

гается приближение к тому или иному оптимальному графику дви-

жения наиболее простыми средствами. 

Вследствие нелинейности реальных электромеханических си-

стем, связанных с нелинейностью характеристик элементов систем 

(нелинейных кинематических связей и зазоров механической части, 

кривых намагничивания стал, нелинейных обратных связей и т. п.), а 

также нелинейностей типа произведения переменных, их движение 

описывается нелинейными дифференциальными уравнениями. 
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Получение достоверной информации о количественной и каче-

ственной сторонах явлений, протекающих в нелинейных электроме-
ханических системах, обеспечивается «их моделированием на ЭВМ с 
использованием численных методов решения исходных уравнений, 
описывающих их движение» [33]. 

Для исследования линейных и линеаризованных систем широко 
используются аналитические и графоаналитические методы решения 
дифференциальных уравнений. При расчетах переходных процессов 
без применения ЭВМ используются методы фазовой плоскости, ко-
нечных приращений, гармонической линеаризации, кусочно-линей-
ной аппроксимации нелинейных характеристик, линеаризация урав-
нений в окрестности точки статического равновесия путем разложе-
ния в ряд Тейлора. 

Метод фазовой плоскости является графоаналитическим мето-
дом и пригоден для анализа систем не выше второго порядка. Метод 
конечных приращений (метод Эйлера) является простейшим методом 
численного решения дифференциальных уравнений. «Метод гармо-
нической линеаризации целесообразно использовать для анализа ко-
лебательных процессов» [33]. Метод кусочно-линейной аппроксима-
ции обеспечивает возможность аналитического исследования пере-
ходных процессов в электромеханических системах, уравнения кото-
рых не содержат произведений переменных, а нелинейные характе-
ристики элементов системы линеаризуются отрезками прямых. При 
наличии в уравнениях произведения переменных их линеаризация 
производится разложением в ряд Тейлора. 

 

6.2. Обобщенная электромеханическая система  

с линейной механической характеристикой привода 
 
Из проведенного в главе 5 анализа электромеханических свойств 

электроприводов с двигателями постоянного и переменного тока 
установлено, что при определенных допущениях они имеют анало-
гичные механические характеристики, что создает предпосылки для 
обобщенного изучения динамических режимов электромеханических 
систем. 

В обобщенной электромеханической системе привод имеет ли-

нейную механическую характеристику со статической жесткостью  
и электромагнитной постоянной времени силовых цепей Тэ. 

Тогда уравнения, описывающие динамические режимы обоб-
щенной электромеханической системы, примут вид: 
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Уравнениям (6.6) соответствует структурная схема обобщенной 
электромеханической системы, приведенная на рис. 59. 

 

 

Рис. 59. Структурная схема обобщенной электромеханической системы 
с линейной механической характеристикой привода 

 

6.3. Динамические режимы электромеханических систем  

с линейной механической характеристикой электропривода  

и жесткой механической связью 
 

Уравнения движения электромеханической системы при С12 =  
при линейной механической характеристике двигателя имеют вид 
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    (6.7) 

 

Данной системе уравнений соответствует структурная схема, 
приведенная на рис. 60. 

 

 

Рис. 60. Структурная схема электропривода  

с линейной механической характеристикой при С12 =  

 
Для анализа динамических свойств системы получим переда-

точную функцию по управляющему воздействию (рис. 60) 
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где  JТм  – электромеханическая постоянная времени. 

Выражение для передаточной функции по возмущающему воз-

действию моменту сопротивления Мс 
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Характеристическое уравнение системы (6.7) 
 

012  рТрТТ ммя . 
 

Корни характеристического уравнения 
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221 ,  (6.10) 

 

где эм ТТm   – отношение постоянных времени. 

Отношение постоянных времени m определяет колебательность 

электромеханической системы. 

При m > 4 корни характеристического уравнения действитель-

ные отрицательные 
 

11 р ; 22 р . 
 

В данном случае передаточную функцию (6.8) можно преобра-

зовать к виду 
 

    11

1

21 


рТрТ
W p , 

 

где 11 1 Т ; 22 1 Т . 

Поэтому при m > 4 электромеханическую систему можно пред-

ставить в виде последовательного соединения двух инерционных 

звеньев с постоянными Т1 и Т2. Частотные характеристики при таком 

сочетании параметров имеют вид, показанный на рис. 61а. 
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а) б) 

Рис. 61. Частотные (а) и временные (б) характеристики  

электромеханической системы при m > 4 
 

Реакцию системы на скачок управляющего воздействия при ну-

левых начальных условиях и Мс = 0 характеризует соответствующая 

переходная функция (см. приложение) 
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    (6.11) 

 

и весовая функция h'(t) 
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 .   (6.12) 

 

Зависимость h(t) дает представление о законе изменения скоро-

сти электропривода при задании скачком 0. При Мс = 0, согласно 

уравнению движения 
 

dt

d
JM


 , 

 

весовая функция h'(t) в соответствующем масштабе определяет закон 

изменения электромагнитного момента М(t). Максимум момента Мmax 

соответствует h'max. 

Когда m = 4 характеристическое уравнение системы имеет два 

равных отрицательных корня 
 

э. Тр 2121   . 
 

В данном случае передаточная функция (6.8) преобразуется к виду 
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1

1




Тр
pW , 

где 1Т . 

При этом, как можно убедиться при сравнении приведенных на 
рис. 62 частотных, переходных и весовых характеристик, они анало-
гичны характеристикам при m > 4. 

 

 
а) б) 

Рис. 62. Частотные (а) и временные (б) характеристики системы при m = 4 
 
Зависимости h(t) и h'(t) соответствуют формулам 
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При m < 4 корни характеристического уравнения комплексные 
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С учетом принятых обозначений коэффициентов передаточной 
функции колебательного звена в теории автоматического управления 
запишем 

 

 
12

1

1

1

1
22

1
2 





рТрТрТрТТ

W
ммэ

p


 .  (6.15) 

 

Из (6.9) вытекает связь между параметрами электромеханиче-
ской системы и колебательного звена 
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где  – параметр затухания, лежащий в пределах 0 <  < 1. 

Ω

Lω

- π

2

π
-

Т

1

- 40 дБ/ дек

t

h, h' 

1

h'(t )

h(t )Ψ(Ω)

Ψω



164 
 

Для анализа установившихся колебательных процессов, вызыва-

емых периодическими составляющими управляющего 0 и возмуща-

ющего Мc воздействий, воспользуемся частотными методами (см. 

приложение) и получим, в соответствии с (6.15), выражения ампли-

тудно-частотной и фазо-частотной характеристик электромеханиче-

ской системы по управляющему воздействию. 

Амплитудно-частотная характеристика 
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Фазо-частотная характеристика 
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Как видно из (6.16), при совпадении частоты вынужденных ко-

лебаний  с частотой электромеханического недемпфированного ре-

зонанса 

мэ

эм
ТТТ

11

1

         (6.17) 

 

в системе возможны резонансные явления, обусловленные обменом 

кинетической и электромагнитной энергиями инерционных масс и 

индуктивностей силовых цепей. 

Частотные характеристики колебательного звена при 

m = 0,5; 2; 4 ( = 0,35; 0,71; 1) приведены на рис. 63. 

Из рис. 63 видно, что по мере уменьшения m колебательность 

возрастает и при m < 2 ( < 0,71) в ЛАЧХ появляется резонансный 

пик, который быстро растет с уменьшением m. Переходная и весовая 

функции системы при m < 4 имеют вид (см. приложение) 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 63. Частотные (а, б) и временные (в) характеристики системы при m < 4 
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Из зависимостей h(t*), где t*=1/Тэ при соответствующих значе-

ниях m, видно, что от величины m зависит частота и затухание коле-

баний, определяемое логарифмическим декрементом 
 

24

22

mm

m

р 






 .              (6.20) 

 

При m = 2,  = 6,28 колебания затухают за один период при не-

большом перерегулировании около 5%. Если m < 2, затухания коле-

баний уменьшаются. 

При работе на естественных характеристиках двигателей Тэ ле-

жит в пределах Тэ = 0,01–0,1 с. Электромеханическую постоянную 

привода Тм можно выразить через электромеханическую постоянную 

самого двигателя, и отношение моментов инерции электропривода J 

и двигателя Jд – через соотношение инерционных масс системы 
 

дJ

J .             (6.21) 

 

В этом случае электромеханическая постоянная времени привода 
 

 д.мм ТТ .            (6.22) 
 

Для двигателей Рн > 10 кВт Тм.д = 0,01–0,1 с, т. е. Тм.д соизмерима 

или близка Тэ. 

В малоинерционных электроприводах с  < 1,5 значения m лежат 

в пределах 0,5 < m < 2, а в инерционных электроприводах с  > 2, 

m > 2. Поэтому резонансное усиление колебаний невелико и ЭМС 

электропривода представляют собой высокодемпфированные колеба-

тельные звенья с коэффициентом демпфирования   0,4. 

Поэтому электропривод с линейной или линеаризованной меха-

нической характеристикой можно упрощенно представить переда-

точной функцией 
 

 
 2

1 1

1




рТ
W p

,    (6.23) 

 

где  
мэТТТ 1

. 

Амплитудно-частотная характеристика (6.23) имеет вид гори-

зонтальной прямой, идущей по оси абсцисс при  < 1/Т1, а при 
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 > 1/Т1 – штриховая линия с наклоном – 40 дБ/дек (рис. 63а). Срав-

нение аппроксимируемой ЛАЧХ с реальными при различных  пока-

зывает, что при  > 0,4 расхождения незначительны.  
 

 
 

а) б) 

  
в) г) 

Рис. 64. Структурные схемы электромеханической системы (исходная (а)  

и преобразованная (б)), частотные (в) и временные (г)  

характеристики системы при Тэ = 0 

 

Для электроприводов малой мощности m > 4 и электромагнит-

ной инерцией можно пренебречь Тэ = 0. Данному случаю соответ-

ствует структурная схема электромеханической системы рис. 64а или 

преобразованная на рис. 64б. 

При Тэ = 0 электромеханическая система представляет собой 

апериодическое звено с постоянной Тм. 

Частотные характеристики системы приведены на рис. 64в, а пе-

реходная и весовая функции (рис. 64г) определяются выражениями 
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Из рис. 64г вытекает физический смысл электромеханической по-

стоянной времени Тм, которая представляет собой время, за которое си-

стема достигла бы установившейся скорости, двигаясь равномерно, 

ускоренно под действием постоянного динамического момента, равного 

его начальному значению, величина которого при Мc = 0 и Тэ = 0 равна 
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нач
нач

dt

d
JМ 








 


0

,       (6.25) 

где 











J

М

dt

d нач

нач


. 

Из сравнения кривых рис. 64 с кривыми переходных режимов на 
рис. 63 при учете Тэ можно сделать вывод о том, что без большой по-
грешности при m > 4 можно пренебречь влиянием Тэ. При синтезе за-
мкнутых систем регулирование электромеханических систем при 
m > 4 величину Тэ следует учитывать во избежание ошибок, вноси-
мых неучетом потери запаса по фазе на частоте среза контура регу-
лирования, обусловленной электромагнитной инерцией преобразова-
теля [16]. 

Амплитудно-частотные и «фазо-частотные характеристики си-

стемы по возмущению со стороны нагрузки» [33] tsinММ maxсс   

получим с помощью (6.9) 
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ммэ

э
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 ;  (6.26) 

 

    21  мээм ТТТТarctg .   (6.27) 
 

Из сравнения (6.16) и (6.26) видно, что характер воздействия 
существенно влияет на их вид, при возмущении по нагрузке колеба-
тельность системы возрастает. 

 

6.4. Переходные процессы в электромеханических системах  

с линейной механической характеристикой электропривода  

при скачкообразном изменении задающих 

и возмущающих воздействий 

 
В нерегулируемых приводах массового применения с двигателями 

постоянного и переменного тока при питании от сетей с постоянным 
напряжением и частотой переходные процессы протекают при посто-

янстве скорости 0 = const, значение которой изменяется скачком. 
К таким переходным процессам относятся: 

 пуск двигателя, при этом 0 скачком изменяется от нуля 

до 0н; 

usr11779
Записка
задающих - перенести в нижнюю строку
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 торможение двигателя противовключением, реверс, когда 

0 скачком изменяется от 0н до –0н; 

 отключение двигателя от сети, перевод в режим динамическо-

го торможения, при котором 0 скачком изменяется от 0н до нуля; 

 изменение скорости привода путем изменения сопротивления 

силовых цепей – якорной Rя или роторной R'2 при Мс = const; 

 при скачкообразном изменении нагрузки на валу двигателя. 

При жестких механических связях С12 =  движение обобщен-
ной электромеханической системы привода (рис. 59) с линейной ме-
ханической характеристикой описываются уравнениями (6.7) 
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    (6.28) 

 

Решив второе уравнение системы (6.28) относительно М и под-
ставив в первое, получим дифференциальное уравнение, решенное 
относительно скорости 
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,  (6.29) 

где 


 сM
  – перепад скорости под действием момента нагруз-

ки Мс. 
Аналогично получим дифференциальное уравнение для момента: 
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.   (6.30) 

 

Характеристическое уравнение 
 

012  рТрТT ммэ .              (6.31) 
 

При эТТm м < 4 корни характеристического уравнения ком-

плексные 
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где 
э2

1

T
 ; 

2

ээ
р

2

11










TТT м

. 

При комплексных корнях характеристического уравнения реше-
ние уравнения (6.29) запишется в виде 

 

 tsinBtcosAe рр
t

с   .      (6.32) 
 

Выражение для коэффициентов А и В получим из начальных 
условий. 

При t = 0; (ω)0 = ωнач; (dω/dt) 0 = (Мнач – Мс)/J∑ 

 

Аснач   ;   рс BAJММ    . 

 

Тогда сначА   ; 
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Решение уравнения изменение скорости во времени примет вид 
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  . (6.33) 

 

При m < 4 общее решение (6.30) для момента будем искать в виде 
 

 tsinDtcosСeММ рр
t

с  
.  (6.34) 

 

Из начальных условий при t = 0; (М)0 = Мнач; (dМ /dt)0, согласно 
с первым уравнением (6.28) (ω)0 = ωнач, получим 

 

   dtdMТМ эначнач   0 . 
 

Величина     эначнач ТМdtdM  0
, где начнач   0 . 

Тогда при подстановке (М)0 и (dМ /dt) 0 в (6.34) получим: 
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Решение уравнения (6.34) примет вид 



171 
 

 

 
.tsin

ММ

tcosММеММ

р
рэ

сначнач

рснач
t

с













 

Т

ТТ ээ 



1   (6.35) 

При m > 4 корни характеристического уравнения действитель-
ные отрицательные р1 = –α1 и р2 = –α2. 

В этом случае общее решение уравнения для скорости запишет-
ся в виде 
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 ;   (6.36) 
 

при t = 0 
 

 (ω)0 = ωнач = ωуст + А1 + В1;   (6.37) 
 

при t = 0  
 

1211
0

ВА
J

ММ

dt

dω снач  













 .       (6.38) 

 

Определив из (6.37) коэффициент 
 

  11 АВ снач   .       (6.39) 
 

Подставив В1 в (6.38), получим выражение для коэффициента А1 
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Подставив (6.40) в (6.39) для коэффициента В1, получим следу-
ющее выражение 
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Подставив А1 и В1 в (6.36), получим 
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Общее решение уравнения для момента двигателя 
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с еDеСММ 21

11
 

     (6.43) 
 

при t = 0 
 

 (М)0 = М нач –Мс = С+D;              (6.44) 
 

при t = 0  
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где нач  00 . 

Совместное решение уравнений (6.44, 6.45) 
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дает значение коэффициентов 
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После подстановки С1 и D1 в (6.43) выражение для М примет вид: 
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 (6.48) 

 

В случае, когда m = 4 корни характеристического уравнения 

р1 = р2 = –α, решение для скорости примет вид  
 

 tВАе t
c 22   ,    (6.49) 
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при t = 0 
 

 (ω)0 = ωнач, ωнач = ωс + А, А2 = ωнач – ωс;     (6.50) 
 

при t = 0  
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Подставив А2 и В2 в (6.49), получим 
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Общее решение уравнения для момента  
 

 tDСеММ t
22с  

,        (6.53) 
 

при t = 0 
 

 (М)0 = Мнач = Мс + С2, С2 = Мнач – Мс;    (6.54) 
 

при t = 0 
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Подставив С2 и D2 в (6.53), получим 
 

 
 








  t

Т

МТМ
МеММ

э

сначэначнач
снач

t М
Мс


. (6.56) 

 

Полученные соотношения для ω и М позволяют рассчитать пе-

реходные процессы пуска, реверса, торможения, перехода с одной 

скорости на другую при приложении и снятии нагрузки, для случая 

ω0 = const и сочетаниях параметров m < 4, m = 4 и m > 4 при подста-

новке в них начальных условий. 
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Для конкретного случая ударного приложения нагрузки – в мо-

мент времени t = 0 нагрузка скачком увеличивается от Мс.нач до Мс – 
рассмотрим случай, когда m < 4, что соответствует комплексным 
корням характеристического уравнения. Так как предшествующий 
режим был установившимся (рис. 65а), в (6.33) и (6.35) ωнач = ωс.нач и 
Мнач = Мс.нач. 

 
 

 
 

а) б) 
Рис. 65. Динамическая механическая характеристика (а)  

и переходный процесс ударного приложения нагрузки (б) 
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уравнение (6.33) примет вид 
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При записи (6.35) и учете, что начначМ  , получим 
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На рис. 65б приведены зависимости ωнач = f(t) и М = f(t) при 
m = 1. Сравним естественную механическую характеристику 1 
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(рис. 65а) с построенной с помощью графиков переходных процессов 

на рис. 65б динамической механической характеристикой 2 (рис. 65а). 

При приложении скачком момента нагрузки идет процесс сни-

жения скорости, приводящий в свою очередь к росту момента двига-

теля. Однако вследствие наличия индуктивности силовой цепи нарас-

тание момента двигателя идет медленнее, и скорость снижается в 

большей степени, чем это определяется статической характеристикой 

1. При достижении М момента Мс скорость ω < ωс, что ведет к даль-

нейшему росту момента до Мmax. Колебания затухают, и достигается 

установившийся режим М = Мc, ω = ωc. 

Максимальное динамическое падение скорости Δωд.max при этом 

превышает статическое падение Δωс тем в большей степени, чем 

больше жесткость статической характеристики β, и чем больше Тэ. 

Отклонения скорости от требуемого значения из-за электромагнит-

ной инерции существенно увеличиваются, что для ряда механизмов с 

ударной нагрузкой по условиям технологического процесса является 

неблагоприятным. 

При работе приводов на реостатных характеристиках, когда 

(Rя.доб ≠ 0 или R2.доб ≠ 0) значения Тэ в сравнении с Тм невелики, Тэ 

можно пренебречь. 

В этом случае система уравнений движения электромеханиче-

ской системы при С12 = ∞ примет вид 
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         (6.59) 

 

Решив систему (6.59) относительно скорости, получим 
 

см
dt

d
Т 


 .       (6.60) 

 

Характеристическое уравнение (6.60) 
 

01 рТ м
.     (6.61) 

 

Уравнение имеет один действительный отрицательный корень 
 

мТр 1 .     (6.62) 
 

Решение уравнения (6.60) запишется в виде 
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мТt

с Ае


  .    (6.63) 
 

При t = 0 ω = ωнач, отсюда А = ωнач – ωс. 

Тогда уравнения переходного процесса изменения во времени 

скорости и момента двигателя примут вид 
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 .    (6.65) 

 

Продифференцировав уравнение (6.64), получим зависимость 

ускорения от времени 
 

мТt
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  ,    (6.66) 
 

где   мначснач Т  – начальное ускорение привода. 

На рис. 66 приведены графики переходного процесса, соответ-

ствующие (6.64) и (6.65). 
 

 
а) б) 

Рис. 66. Механические характеристики (а) и графики изменения  

во времени ω и М (б) 

 

Рис. 66 показывает, что уменьшение ускорения в соответствии с 

(6.66) вызвано уменьшением динамического момента Мдин = М – Мс 

от Мдин.нач = Мнач – Мс до нуля по мере роста скорости от ω нач до ωс. В 

случае постоянства динамического момента при пуске и равного 

Мдин.нач = const, скорость ω изменялась бы по линейному закону, на 

рис. 66б показано пунктирной касательной к начальной точке кривой 

скорости ω(t). В этом случае время переходного процесса было бы 
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равно Тм. Фактическое время переходного процесса   мпп Тt 43 , 

при котором скорость достигает значений   с  ,, 980950  . 

При реостатном пуске электропривода с линейной механической 

характеристикой в случае автоматического переключения системой 

управления ступеней пускового реостата при неизменных значениях 

начального и конечного значений момента (рис. 67) с учетом (6.64) 

движение электропривода на каждой ступени можно описать соот-

ношениями 
 

  мiТt
сiначiсii е


  ;      (6.67) 

  мiТt
ссi еММММ


 1 ,        (6.68) 

 

где iмi JТ  ; i  – модуль жесткости i-й пусковой механической 

характеристики. 
 

 
а) б) 

Рис. 67. Механические характеристики (а) и переходный процесс (б) 

при реостатном пуске электропривода с линейной механической  

характеристикой 

 

В начальный момент пуска в силовую цепь введено полное со-

противление пускового реостата, ограничивающее пусковой момент 

значением М1 (характеристика 1). При росте скорости до величины 

ω1кон выводится первая ступень пускового реостата, при этом момент 

вновь возрастает до М1, идет пуск по характеристике 2 и т. д. 

Зависимости ω(t) и М(t) при реостатном пуске приведены на 

рис. 67б. Время работы на каждой пусковой характеристике можно 

найти, подставив в (6.67) или (6.68) значения ωконi или Мконi и решив 

уравнение относительно времени  
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По мере разгона и перехода от ступени к ступени добавочное 

сопротивление Rдоб уменьшается и растет модуль жесткости βi, что 

приводит к уменьшению времени работы на последующих пусковых 

ступенях (рис. 67б). 

При реверсе электропривода с активным характером момента 

сопротивления Мс = const изменение ω, М = f(t) описываются уравне-

ниями (6.64) и (6.65), при подстановке в которые начальных и уста-

новившихся значений скорости и момента они приводятся к виду 
 

  мТt
сначc е


  ;   (6.71) 

 

  мТt
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Механические характеристики для данного случая реверса и 

графики изменения во времени ω, М = f(t) приведены на рис. 68. 
 

  
а) б) 

Рис. 68. Механические характеристики (а) и зависимости ω, М = f(t) (б) 

при реверсе с активным характером нагрузки 
 

Установившаяся скорость при реверсе –ωс при активном харак-
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ального холостого хода. В случаях, когда торможение противовклю-

чением используется для остановки электропривода, двигатель при 

скорости ω = 0 от сети отключается. 

В случае реверса с реактивным характером нагрузки (рис. 69) 

при переходе скорости через ноль момент нагрузки изменяет свой 

знак на противоположный. Поэтому до ω = 0 процесс торможения 

идет так же, как и при активном моменте. При изменении направле-

ния вращения реактивный момент изменяет свой знак, и процесс пус-

ка в противоположном направлении описывается уравнениями (6.64) 

и (6.65) при других значениях начальной и установившейся скорости 

и момента (ωнач = 0; ωс = –ωс), (Мнач = –М0; Мс = –Мс): 
 

 мТt

с е


 1 ;     (6.73) 
 

  мТt
сс еММММ


 0 .    (6.74) 

 

  

а) б) 

Рис. 69. Механические характеристики (а) и зависимости ω = f(t) и М = f(t) (б) 

при реверсе с реактивным характером нагрузки 

 

Зависимости ω = f(t) и М = f(t) при реверсе с реактивным харак-

тером момента приведены на рис. 69б. 

Следует отметить, что при переходе скорости через ноль уско-

рение также скачком меняет свой знак от    JММdtd с0  до 

 сММdtd  0 , вследствие изменения величины динамического 

момента, чем и объясняется излом в зависимостях ω, М = f(t) при 

ω = 0. 
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Механические характеристики и зависимости ω = f(t), М = f(t) 

при переходных режимах динамического торможения представлены 

на рис. 70. 

 

  
а) б) 

Рис. 70. Механические характеристики (а) и зависимости ω, М = f(t) (б)  

процессов при динамическом торможении 

 

Модуль жесткости механической характеристики при динамиче-

ском торможении начМ  1 . После нахождения  JТм  и под-

становки установившихся и начальных значений ω и М для активного 

характера нагрузки (рис. 70а), выражения для ω и М при динамиче-

ском торможении запишутся в виде  
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Из графиков рис. 70б видно, что при активном характере 

нагрузки двигатель разгоняется в обратном направлении до скорости 

–ωс, а при реактивном – останавливается (пунктирные прямые). 
Из изложенного выше анализа пуска и торможения электроприво-

да при ω0 = const зависимости ω, М = f(t) отличаются от рассмотренных 
в подразделе 6.1 оптимальных. Близкую к оптимальной по быстродей-
ствию можно получить при реостатном пуске с большим количеством 
пусковых ступеней. Повышения плавности нагружения упругих элек-
тромеханических систем можно достигнуть путем введения предвари-
тельных пусковых и тормозных ступеней с меньшим начальным мо-
ментом, чем М1. Поэтому часто такой способ используют в подъем-
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но-транспортных машинах в целях снижения динамических нагрузок 
при выборе слабины канатов и выборе зазоров в передачах. 

 

6.5. Переходные процессы при плавном изменении  

управляющего фактора с линейной механической 

характеристикой электропривода 
 
В разомкнутых и замкнутых системах регулируемого электро-

привода имеется возможность формирования переходных процессов, 
близких к оптимальным, за счет изменения по заданному закону 
напряжения в электроприводе постоянного тока или частоты двига-
телей переменного тока, т. е. задавать закон изменения ω0(t). 

Наиболее часто при использовании задатчиков интенсивности 
формируется линейный закон изменения управляющего воздействия 
ω0 во времени 

 

  tt нач 000   ,    (6.77) 
 

где ε0 – ускорение, определяемое заданным темпом изменения ω0. 
При подстановке (6.77) в правую часть уравнения (6.28) получим 
 

сначмм t
dt
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d
ТT 


 002
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э ,  (6.78) 

где  сс M . 

При m > 2 и плавном изменении ω0 влияние электромагнитной 
инерции на характер переходного процесса незначительно, поэтому 
при Тэ = 0 уравнение (6.77) примет вид 
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d
Т 


 00

.     (6.79) 

 

Итак, необходимо решить при ненулевых начальных условиях 
дифференциальное уравнение с правой частью, линейно зависящей от 
времени. Решение будем искать в виде суммы свободной ωсв и при-
нужденной ωпр составляющих: 

 

прсв   .     (6.80) 
 

Свободная составляющая, т. е. решение однородного уравнения, 
полученного из (6.79), имеет вид: 
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Принужденную составляющую решения определим исходя из 

следующих соображений. В установившемся режиме скорость ли-

нейно изменяется во времени 
 

btапр  .     (6.82) 
 

Подставив (6.82) в (6.79), получим сначм tbtabT   00 , 

откуда  

мснач Ta 00   ; 
0b . 

 

Общее решение (6.79) будем искать в виде: 
 

мT/t
мснач AetT


 000  .  (6.83) 

 

Постоянную А найдем, используя начальные условия при t = 0, 

(ω)0 = ωнач: 

начмснач TА 00   .   (6.84) 
 

Подставив (6.84) в (6.79), получим решение для ω в общем виде: 
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Аналогично для момента двигателя: 
 

  мTt
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/
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  .   (6.86) 

 

Кривые ω, М = f(t), соответствующие (6.85) и (6.86), когда 

предшествующий режим работы был неустановившимся и Мс ≠ 0, 

приведены на рис. 71. 
 

 
а) б) 

Рис. 71. Механическая характеристика (а)  

и зависимости ω0(t), ω(t) и М(t) (б) 
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Воспользуемся общими выражениями (6.85) и (6.86) зависимо-

стей ω, М = f(t) для анализа конкретных переходных процессов элек-

тропривода с линейной механической характеристикой. 

При реактивном характере нагрузки переходный процесс пуска 

распадается на три этапа. На первом этапе возрастание ω0 вызывает ли-

нейное возрастание момента короткого замыкания двигателя по закону 
 

tМкз 00       (6.87) 
 

до тех пор, пока Мкз  Мс скорость остается равной нулю, поскольку 

электропривод заторможен реактивной нагрузкой. Первый этап за-

канчивается при Мкз = Мс, это условие позволяет с помощью (6.87) 

определить время запаздывания начала пуска: 
 

00 
скз

з

ММ
t  .     (6.88) 

 

На втором этапе при начальных условиях Мнач = Мс, ω0нач =ωс, 

ωнач = 0 и принятом новом отсчете времени, начиная с t = tз, движение 

электропривода определяется соотношениями (6.85) и (6.86) 
 

 мTt
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/
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  .    (6.90) 

 

Каждому текущему значению ω0 соответствует определенная 

механическая характеристика двигателя. В исходном положении 

(рис. 72) двигатель имел характеристику 1, в конце первого этапа – 

ω0 = ωс, характеристика 2. Момент двигателя на первом этапе 

нарастает при ω = 0 до значения Мс (рис. 72). Зависимости ω, М = f(t) 

для первого этапа переходного процесса показаны на рис. 72б на 

участке 0 < t  tз.  

На втором этапе в соответствии с (6.90) момент двигателя 

нарастает от М = Мс до 0мсп.уст ТММ   по экспоненте за время 

3Тм, и далее вплоть до t0 скорость нарастает по линейному закону, от-

ставая от ω0 на величину 0 мс Т , а момент имеет постоянную ве-

личину п.устМ . 
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а) б) 

Рис. 72. Механические характеристики (а) и зависимости ω0(t), ω(t) и М(t) (б) 
при пуске с реактивным характером момента сопротивления 

 

Второй этап заканчивается в момент времени t0, когда управля-
ющее воздействие достигает требуемого установившегося значения 

уст0 . И, наконец, на третьем этапе двигатель выходит на естествен-

ную характеристику 3, и в дальнейшем имеет место процесс, описы-
ваемый (6.64), (6.65) при соответствующих начальных условиях. 

Рассмотрим процесс реверса при активном характере нагрузки и 
плавном изменении скорости идеального холостого хода по закону 

 

tн 000        (6.91) 
 

от уст0  до уст0 . Начальные и конечные значения скорости опре-

деляются по механическим характеристикам 1 и 2 (рис. 73а). 

Подставляя в (6.85) и (6.86) значения ω0нач= уст0 , ωнач = ωс, 

Мнач = Мс и учитывая, что ускорение 0 в (6.91) отрицательно, получим: 
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Зависимости (6.92) и (6.93) определяют характер изменения ско-
рости и момента на первом этапе реверса, который заканчивается в 

момент pt 0 , когда ω0 достигает установившегося значения – уст0 . 

Графики ω, М = f(t) и механические характеристики приведены на 
рис. 73. Поскольку в процессе реверса ускорение и динамический 

момент J0 отрицательны, суммарный установившийся момент при 

реверсе р.устМ  равен разности мТМ 0 . Поэтому ошибка, с кото-
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рой скорость ω следит за изменением ω0, уменьшается, 

мс Т0   .  
 

 
а) б) 

Рис. 73. Механические характеристики (а) и зависимости ω0(t), ω(t) и М(t) (б) 

при реверсе с активным характером нагрузки 
 

В зависимости от Мс,  и Тм она может быть равна нулю 

 мс Т0   или изменить свой знак ( мс Т0  ). При этом и мо-

мент двигателя Муст.р также становится равным нулю или изменяет 

знак. 

Если   > 0, т. е. мс Т0  , двигатель при снижении скоро-

сти продолжает работать в двигательном режиме, а при изменении 

знака скорости переходит в тормозной режим с тем же моментом 

М = Муст.р. При  < 0 и мс ТМ 0  двигатель при снижении ско-

рости работает в тормозном режиме, а при пуске в противоположном 

направлении переходит в двигательный режим. 

Второй этап реверса протекает при ω0 = уст0  = const, начинает-

ся в момент времени pt 0  и определяется соотношениями (6.64), (6.65). 

Здесь момент двигателя нарастает по экспоненте с постоянной Тм до 

значения M = Mс, а скорость – до значения ω = –ω'с. 

При реверсе с реактивным характером момента сопротивления 

изменение знака Mс при ω = 0 приводит к весьма сложному виду за-

висимостей ω, М = f(t). Переходный процесс в этом случае распада-

ется на три или четыре этапа, причем граница между первым и вто-

рым этапами подвижна и определяется достижением скоростью ω 

нулевого значения (механические характеристики и кривые ω, 

М = f(t) приведены на рис. 74). На первом этапе до достижения скоро-
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стью значения ω = 0 электропривод движется по тому же закону, что 

и при активном характере нагрузки. 
 

 
а) б) 

Рис. 74. Механические характеристики (а) и зависимости ω0(t), ω(t) и М(t) (б) 
при реверсе с реактивным характером нагрузки 

 
При достижении скоростью нулевого значения момент сопро-

тивления скачком изменяет свой знак от Mс до –Mс. Пусть в этот мо-
мент |М| < |Mс|. Для того чтобы начался пуск в противоположном 
направлении, необходимо увеличение момента двигателя по модулю 
(а в некоторых случаях, как показано на рис. 74, и изменение его зна-
ка) до значений, превышающих модуль Mс. При этом появляется пау-
за в движении, аналогичная времени запаздывания пуска (рис. 72), 
которую обозначим через tзп. Во время паузы момент двигателя 

нарастает по линейному закону tММ р.уст 0 . 

Пауза заканчивается тогда, когда момент двигателя достигает 
значения Mс = –Mс. Время запаздывания равно 

 

0

.



сруст

зп

ММ
t


 .     (6.94) 

 

На третьем и четвертом этапах идет пуск в противоположном 
направлении (рис. 74). 

При увеличении темпа изменения ω0 вследствие роста динами-

ческого момента при торможении момент p.устМ = Mс – M вначале 

уменьшается до нуля, т. е. при достижении скоростью нулевого зна-
чения |М| = |Mс|. Привод останавливается и сразу же начинает разбег в 
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противоположную сторону. Поэтому интервал нулевой скорости, со-

ответствующий второму этапу, вырождается здесь в одну точку. 
Когда темп изменения ω0 достаточно высок при достижении 

ω = 0 |М| > |Mс|, скорость при реверсе изменяется непрерывно и влия-
ние реактивного момента сказывается лишь на изменении скачком 

ускорения при переходе скорости через нуль (кривая 4 на рис. 74а). 

Следовательно, изменение управляющего фактора ω0 во време-

ни определяет характер изменения скорости в переходном процессе с 

тем большей точностью, чем меньше электромеханическая постоян-

ная времени привода Тм. При этом ускорение привода во всех режи-

мах не превышает значение 0, а величина момента двигателя – зна-

чения cMJМ   0 , т. е. одновременно с формированием закона 

изменения скорости обеспечивается ограничение максимальной ве-

личины момента двигателя в переходных режимах. 

Время переходного процесса электропривода при линейном или 

другом законе изменения ω0(t) мало зависит от величины нагрузки на 

валу электропривода. Как видно из рис. 74б, несмотря на изменение 

реактивного момента при реверсе от +Mс до –Mс, ускорения при тор-

можении и пуске одинаковы. Данное обстоятельство сохранения по-

стоянства 0 особенно важно для электроприводов, требующих огра-

ничения ускорений. 

Процессы при линейном нарастании ускорений получаются 

близкими к оптимальным по быстродействию при ограничении уско-

рений и рывка. Возможность получения оптимального характера пе-

реходных процессов путем формирования соответствующей зависи-

мости ω0(t) широко используется для управления электромеханиче-

скими системами. 

 

6.6. Расчет переходных процессов  

при нелинейных механических характеристиках двигателя  

и момента сопротивления 

 

Рассмотрим метод конечных приращений. При достаточной ма-

лости участка изменения скорости начкон iii    момент двигате-

ля Mi и момент сопротивления Mсi могут быть приняты равными 

средним значениям Mсрi и Mс.срi на этих участках (рис. 75). Тогда, в 

соответствии с уравнением движения (3.25), заменив производные 
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приращениями, определим время ti, за которое скорость изменяется 

на величину i: 
 

дi

i

срi.ссрi

i
i

M

J

MM

J
t

 





  .   (6.95) 

 

 
а) б) 

Рис. 75. Расчет переходных процессов методом конечных приращений (меха-

нические характеристики (а), графики переходных процессов (б)) 

 

Вычисляя для каждого из участков, начиная с первого, и сумми-

руя при переходе от интервала к интервалу i и ti, строим кривую 

ω(t) (рис. 75б). Полное время пуска iп tt  . Зависимость M(t) стро-

ится с помощью статической механической характеристики двигателя 

по зависимости ω(t). 

Точность метода зависит от количества выбранных интервалов и 

возрастает при уменьшении ti. 
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7. ДИНАМИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ  

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ЛИНЕЙНОЙ  

МЕХАНИЧЕСКОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ ЭЛЕКТРОПРИВОДА 

И УПРУГОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ СВЯЗЬЮ 

 

7.1. Демпфирование электроприводом механических колебаний 

 

Упругие механические связи, предопределяющие возникновение 

механических колебаний, отрицательно влияют на работу механиз-

мов, ухудшая их управляемость и точность регулирования, снижают 

надежность и долговечность их работы. Неучет упругих связей может 

привести к потере информации о реальном характере протекающих 

физических процессов электромеханического преобразования энер-

гии, учет которых необходим для решения широкого круга практиче-

ских задач. Кроме того, важной задачей анализа электромеханиче-

ских систем является «оценка возможности раздельного рассмотре-

ния процессов в электрической и механической частях, когда упруго-

стью механической связи можно пренебречь» [33]. 

В качестве объекта исследования «при анализе взаимодействия 

электропривода с линейной механической характеристикой (5.1) и 

упругой механической связью» [33] примем обобщенную линеаризо-

ванную двухмассовую систему, подверженную внешним и внутренним 

возмущениям, движение которой описывается системой уравнений: 
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где tsinСМ maxв  12  – внутренний возмущающий момент, обу-

словленный погрешностью передачи; 

мmax i


 2
  – максимальная угловая погрешность передачи; 

Ω – частота возмущающего воздействия. 
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Структурная схема, соответствующая (7.1), приведена на 

рис. 76. 
 

 

Рис. 76. Структурная схема обобщенной двухмассовой электромеханической 
системы с линейной механической характеристикой электропривода 

 
Передаточные функции обобщенной двухмассовой электроме-

ханической системы с линейной механической характеристикой 
электропривода (рис. 76) при внешних и внутренних возмущениях и 
выходной координате, моменте упругой связи М12, запишутся в виде: 
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где Тм1 = J1/β – электромеханическая постоянная времени двигателя. 
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Механическая часть (рис. 76) при неучете механического демп-

фирования представляет собой консервативное колебательное звено, 

в котором при М = const возникшие механические колебания не зату-

хают. Однако, как видно из рис. 76, наличие внутренней обратной 

связи по скорости ω1 в ЭМС вызывают колебания момента 
 

 
1

1




рT

p
M

э


.        (7.6) 

 

При Тэ = 0 составляющая момента двигателя  
 

1M         (7.7) 
 

действует как «момент вязкого трения, рассеивающий энергию меха-

нических колебаний» [33]. Следовательно, благодаря наличию элек-

тромеханической связи электропривод оказывает на колебания в ме-

ханической части демпфирующее действие, аналогичное действию 

вязкого трения. «Демпфирующее действие электропривода обуслов-

лено отводом энергии механических колебаний в электрическую часть 

системы и ее рассеяние на имеющихся здесь диссипативных элемен-

тах или рекуперации ее в питающую сеть» [23]. Энергию колебаний, 

отводимую за один цикл колебаний, можно определить по формуле  
 

    
цТ

ц
ц dttMt

Т
A

0

11

1
 .    (7.8) 

 

При изменении ω1 по синусоидальному закону при механиче-

ских колебаниях с частотой Ω 
 

t sinmax11  .    (7.9) 
 

Тогда, согласно структурной схеме рис. 76, при ω0 = 0 закон из-

менения момента двигателя 
 

      tMtM sinsin maxmax1 , (7.10) 
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 эarctgT . 

Подставив выражения скорости и момента в (7.8), получим 
 

 cosMTA maxmaxцц 1
2

1
 .      (7.11) 

 

Из (7.11) следует, что демпфирование механических колебаний 

отсутствует либо при max1 = 0    , либо при maxM = 0 

  0 . 

Случай     соответствует абсолютно жесткой механиче-

ской характеристике (рис. 77). В данном случае энергия механиче-

ских колебаний, связанная с изменением скорости второй массы ω2, 

не может передаваться в электрическую часть через изменение ЭДС, 

поскольку скорость двигателя ω1 остается постоянной. Здесь первая 

масса является жесткой заделкой и электромеханическая система 

представляет собой идеальное колебательное звено с частотой коле-

баний Ω02 (рис. 77б). 
 

 
а) 

 
б) 

 

 
в) 

Рис. 77. Механические характеристики электропривода  

при различной жесткости    (а) и модели двухмассовой системы  

при     (б),   0  (в) 

 

Случай   0  соответствует постоянству момента двигателя 

при изменении ω1 (рис. 77в). При такой абсолютно мягкой характери-

стике энергия механических колебаний также не может передаваться в 

электрическую часть из-за отсутствия изменений момента двигателя. В 

этом случае электромеханическая система также представляет идеальное 

колебательное звено с собственной частотой колебаний Ω12 (рис. 77в). 
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Между предельными случаями     и   0  имеет ме-

сто множество механических характеристик с модулями жесткости 

   0 . Среди них – с модулем жесткости βопт, при котором 

демпфирование проявляется наиболее сильно. 
«Определяющее влияние на демпфирующие свойства электро-

механической системы оказывает соотношение инерционных масс 

  121 JJJ  . Создаваемый электроприводом момент вязкого тре-

ния воздействует на первую массу, поэтому отвод энергии колебаний 
второй массы возможен только через упругое взаимодействие масс, 
реализующееся в моменте упругой связи М12. Чем больше γ, т. е. мо-
мент инерции второй массы J2, тем больше колебания первой массы 
J2 и тем выше демпфирование» [23]. При J2 << J1, γ → 1 вторая масса 
колеблется около большой J1. В этом случае электромеханическая 
связь и демпфирование колебаний пренебрежимо мало. 

Рассмотрим влияние на демпфирующие свойства электромеха-
нических систем электромагнитной инерции силовых цепей. Индук-
тивность силовой цепи определяет сдвиг по фазе между колебаниями 
скорости ω1 и момента двигателя М, снижая демпфирование. Поэтому 
при γ > 5 [30] влияние электромагнитной инерции, характеризуемое 
электромагнитной постоянной времени Тэ, отрицательно сказывается 
на демпфировании механических колебаний. При γ < 5 и определен-
ных сочетаниях параметров Тэ и Тм1 наличие индуктивности способ-
ствует повышению демпфирующих свойств электропривода. Как вид-
но из рис. 76, электромеханическая система привода объединяет в сво-
ем составе две парциальные колебательные системы: слабо демпфиро-
ванную механическую часть и электропривод, колебательность кото-
рого определяется соотношением Тм1/Тэ. Рост Тэ вызывает увеличение 
колебательности двигателя, электромеханическая связь растет, увели-
чивая отвод энергии из механической части в электрическую. 

Следовательно, определяющее влияние на демпфирование ме-
ханических колебаний, вносимое электроприводом, оказывают пара-
метры электромеханической системы β(Тм1), γ и Тэ. 

 

7.2. Прямые оценки динамических нагрузок и демпфирующих 

свойств электромеханических систем с упругими связями 
 

«Для оценки динамических свойств электромеханических си-
стем в режимах вынужденных колебаний» [33] в качестве прямой 
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оценки динамических нагрузок и колебательности целесообразно ис-
пользовать частотные характеристики.  

Сокращение большого числа частных параметров, входящих в 

исходные уравнения (7.1), при анализе взаимосвязи демпфирующего 

действия электропривода с параметрами системы достигается ис-

пользованием системы обобщенных параметров и относительных 

единиц. Тогда система уравнений (7.1) с учетом принятых обобщений 

параметров и относительных единиц примет вид: 
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 (7.12) 

 

где 12
*  эТэТ ; 121121

*
1  JмТмT ;   121 JJJ  ; 

  21211212 JJJJС  ; 12 t ; 

12 * ; 12СM ; 12 pp* ; 12* ; 

121 мТэТэм  – обобщенный параметр. 

Нормированная структурная схема, соответствующая (7.12), 

представлена на рис. 78.  
 

 

Рис. 78. Нормированная структурная схема  

обобщенной двухмассовой электромеханической системы  

с линейной механической характеристикой электропривода 
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Передаточные функции нормированной структурной схемы 

(рис. 78) при внешних и внутренних возмущениях и выходной коор-

динате момента в упругой связи М12 запишутся в виде: 
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(7.15) 
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(7.16) 
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  (7.17) 

 

В качестве прямой оценки динамических нагрузок и демпфирую-
щих свойств электропривода при исследовании электромеханических 
систем в режимах вынужденных колебаний используем АЧХ. Так как 
характеристическое уравнение системы для всех видов возмущений 
одинаково, при обозначении знаменателя подкоренного в АЧХ через 

 

      23
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224 11   ммэмэм ТТQ  ,  (7.18) 
 

формулы АЧХ для различных видов возмущений примут вид: 
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В качестве показателей, характеризующих в определенной степе-

ни демпфирующие свойства электропривода, используется логарифми-

ческий декремент λ и коэффициент затухания ξ (см. подраздел 7.3). 

Логарифмический декремент, используемый для характеристики 

рассеяния энергии в колебательных системах, представляет собой лога-

рифм отношения двух последовательных амплитуд колебаний (рис. 79) 
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Рис. 79. Колебательный процесс при наличии демпфирования 

 

Значение логарифмического декремента определяется корнями 

знаменателя передаточной функции (характеристического уравне-

ния), который, как видно из (7.14–7.17), не зависит от вида возмуще-

ний, действующих в системе 
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где α и Ω – коэффициент затухания и резонансная частота для той 

пары корней характеристического уравнения, которой соответствуют 

наименьшие значения λ. 

Показатели затухания колебаний λ и ξ связаны между собой со-

отношением 
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2







 .     (7.25) 

 

Однако данные показатели не учитывают характера возмущений, 

действующих в электромеханической системе. Как видно из выраже-

ний АЧХ (7.19–7.22), колебательные нагрузки определяются не только 

корнями характеристического уравнения, но и «полюсами числителя 

передаточной функции, зависящими от характера возмущений» [33]. 

Поэтому наиболее полное представление о величине амплитуд 

резонансных колебаний и демпфировании их электроприводами, при 

различных видах возмущений в системе, можно получить на основа-

нии анализа их АЧХ. 

В качестве примера, подтверждающего сказанное, проведем с 

использованием АЧХ анализ колебательных нагрузок М12 в двухмас-

совой механической системе с линейной механической характеристи-

кой привода при внешних μс2 и внутренних возмущениях Δ μв. 

«Анализ (7.22) показывает, что с ростом Ω от 0 до ∞ амплитуды 

колебаний М12 возрастают от 0 до  А
р.м.12 и стремятся к единице при 

неограниченном росте Ω. Тогда как в системе при внешнем возмуще-

нии на валу механизма μс2, амплитуды колебаний возрастают от еди-

ницы до своего минимума и далее достаточно быстро стремятся к ну-

лю» [33]. 

«Сравнительные расчеты АЧХ (рис. 80) показывают, что при 

прочих равных условиях при внутреннем параметрическом возбуж-

дении колебаний имеют место более значительные величины резо-

нансных амплитуд колебаний  
м.

А
12  и их проявление во всем диапа-

зоне частот» [33]. 

Важное практические значение имеют методы определения со-

четаний параметров привода, обеспечивающих максимум демпфиро-

вания механических колебаний. 
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а) 

 
б) 

Рис. 80. АЧХ    fА
12

 при внутренних Δμв (а) и внешних μс2 (б) возмущениях 

 

Как отмечалось, «демпфирование, вносимое электроприводом с 

линейной механической характеристикой (5.1), при данном γ зависит 

от жесткости механической характеристики β» [33], т. е. от обобщен-

ного параметра двигателя 121
*

1  JТ м . Установлено [28], что при 

изменении β от ∞ до 0, а варьируемого параметра 
*
мТ 1  от 0 до ∞, вы-

является минимум 
.мм.оп12А , который при данном γ однозначно опре-

деляется величиной параметра 
2
121  эмэм ТТ . «Сказанное подтвер-

ждают зависимости   01112 .мм ТТf
.м

А  (рис. 81), рассчитанные по 

соотношению (7.22) для случая, когда произведение ТэТм1 остается 

постоянным (варьирование Rя∑ в разомкнутой системе УП-Д или отK   

в замкнутой системе УП-Д при Тп = 0)» [33]. 

 Ω*
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На рис. 81 0121
*

0.1  JТ м  и 121
*

1  JТм  – «значения электромаг-

нитных постоянных времени, соответствующих исходным значениям 

жесткости механической характеристики β0 и текущим β» [33]. 
 

 

Рис. 81. Зависимости 
  01112 .мм ТТfА

м.  

 

Наличие однозначной связи между 
оптм

А
..12

 и νэм «позволяет на 

основании обширного материала, полученного на ЭВМ, построить 

семейство зависимостей  эмfА
оптм

 
..12

» [33] для фиксированных 

значений γ. На рис. 82 приведены зависимости  эмfА
оптм

 
..12

 для 

наиболее важных для практики случаев действия в ЭМС возмущений 

со стороны нагрузки μс2 и параметрических Δμв, позволяющие оце-

нить возможный «максимум резонансного коэффициента усиления» 

[33], который можно получить при данном νэм и фиксированной ве-

личине γ при выборе оптимальной величины варьируемого параметра 

оптоптмоптм ТТ 12.1
*

.1 
. 

Использование в качестве прямой оценки АЧХ позволяет ре-

шать как задачи анализа, так и задачи оптимизации по критерию ми-

нимума колебательных процессов в ЭМС. 
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   Тм1.0;  Тэ0;  Ω12;   γ;    νэм :
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а) б) 

Рис. 82. Зависимости  эмfА
опт.м.

 
12

 при действии возмущений по нагрузке 

μс2 (а) и параметрических Δμв (б) 

 

Для целей анализа используются выражения АЧХ (7.19–7.22), 

полученные для различных видов возмущений, действующих в си-

стеме, на основании которых при подстановке заданных параметров 

νэм, Тм1 и γ при изменении Ω* от 0 до ∞ рассчитывается АЧХ. АЧХ 

позволяет определить значения резонансного коэффициента усиления 

системы 
рм

А
..12  и резонансной частоты 

 р , а также значения 
м

А
.12 , 

соответствующих данной частоте возмущений Ω*. 

При определенных условиях АЧХ можно использовать и для оп-

тимизации системы по минимуму колебательности. Таким условием 

является постоянство  мээм ТТ  при изменении варьируемого пара-

метра *
1мТ . Проведение оптимизации в рассматриваемом случае идет 

в такой последовательности. Согласно (7.19–7.22), для данных γ и νэм 

и фиксированных значений параметра *
1мТ  при изменении частоты 

Ω* от 0 до ∞ определяются значения резонансных коэффициентов 

усиления 
м

А
.12 . Далее, используя полученную зависимость 

 *
1.12 мТfА

м
 , определяют оптимальное значение *

.1 оптмТ , при кото-

ром 
м

А
.12  имеет минимальное значение. 
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7.3. Энергетический метод синтеза параметров  

электромеханических систем с упругой механической связью 

 

«Использование прямых оценок логарифмического декремента 

и АЧХ [15, 16, 28] для оптимизации ЭМС по минимуму колебатель-

ных нагрузок сопряжено со значительным объемом вычислительных 

операций, связанных с нахождением корней характеристического 

уравнения или с построением АЧХ. Поэтому, наряду с прямыми 

оценками, используются косвенные оценки. Подавляющее большин-

ство косвенных оценок [5, 21, 24] ставит своей целью выявление воз-

можности раздельного рассмотрения процессов в электрической и 

механической частях ЭМС или совместного их рассмотрения, когда 

электромеханическим взаимодействием пренебречь нельзя. Среди 

косвенных оценок наиболее широкое распространение получил пред-

ложенный профессором В. И. Ключевым (МЭИ) коэффициент элек-

тромеханической связи» [33]. 

«Коэффициент электромеханической связи характеризует элек-

тромеханическую связь в ЭМС на частоте собственных колебаний 

механической части – Ω12. Так как демпфирование, вносимое элек-

троприводом, зависит от электромеханической связи, то коэффициент 

электромеханической связи является косвенной характеристикой 

демпфирования» [33]. 

«Степень электромеханической связи в ЭМС характеризуется 

операторным коэффициентом электромеханической связи или, в ко-

нечном итоге, его АЧХ» [33]: 
 

 
 
 рМ

рМ
рKэс

12

 ;  
 
 




12м

м
эс

А

А
K . 

 

«Коэффициенты электромеханической связи для ЭМС с меха-

нической характеристикой привода (5.1) с учетом принятой системы 

обобщенных параметров и относительных единиц примут вид» [33]: 
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.  (7.26) 

 

«Как показывает анализ выражения (7.26), величина Кэс может 

принимать значения, лежащие в пределах 0 < Кэс < ∞, в зависимости 

от сочетания параметров ЭМС» [33].  



202 
 

Анализ зависимостей   0.11.12 мм ТТfА
м  и   0.11эс мм ТТfK , 

отраженных на рис. 83, показывает, что «при данном  и равных значе-

ниях эм, равным значениям 
м

А
.12

, соответствуют равные значения ко-

эффициентов Кэс. Следовательно, Кэс можно использовать для косвен-
ной оценки при решении задач анализа колебательных нагрузок, если 
установлена взаимосвязь с прямыми оценками демпфирования» [33]. 

 

 

Рис. 83. Зависимости 
  0.11.12 мм ТТfА

м  и   011 .ммэс ТТfK  

 

«С ростом  от 0 до  электромеханическая связь в системе мо-
нотонно возрастает, в то время как демпфирующая способность име-
ет максимум, положение которого зависит от сдвига по фазе между 
колебаниями момента и скорости двигателя, а также от величины ко-

лебаний скорости 1 в области максимума демпфирования» [33], ко-
торые коэффициент Кэс не отражает. 

Для получения обобщенного анализа свойств, синтеза парамет-
ров и оптимизации ЭМС с упругими связями на кафедре электропри-
вода и автоматизации промышленных установок ВятГУ под руковод-
ством автора разработан энергетический метод. «Физическая сущ-
ность энергетического метода состоит в том, что скорость затухания 
динамической составляющей переходных процессов определяется 
скоростью рассеяния запасенной в ЭМС энергии» [33]. 

В двухмассовой ЭМС при принятой системе обобщенных пара-
метров и относительных единиц уравнение движения (7.1) приводит-
ся к виду 
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   (7.27) 

 

где  011 
мм ТT ; 

1120 JС ;  1012   ; 

  ;121 JJJ   0  ; 12СM ; 
2
01 мээм TТ . 

Здесь 
2
01 мээм TТ  – обобщенный параметр, представляющий 

собой отношение квадратов частот недемпфируемого механического 

Ω0 и электромеханического 1мээм TТ  резонансов в системе. 

Суммарный относительный «запас энергии в механической и 

электрической частях системы» [33] равен 
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где 
2

2
1


;  
2

1
2

2





  – «относительный запас кинетической энергии 

первой и второй масс привода» [33]; 

2

2
12

 – «относительный запас потенциальной энергии в упругой 

части системы» [33]; 

2

2
 эм  – «относительный запас электромагнитной энергии в ин-

дуктивностях силовой цепи» [33]. 

«Базовая величина энергии 
2
01 JЕб » [33]. 

«Скорость затухания динамической составляющей переходных 

процессов определяется скоростью запасенной в системе энергии. 

Для определения факторов, влияющих на быстроту рассеяния энер-

гии, найдем производную от Е*» [33]: 
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«При подстановке в (7.29) значений производных из (7.27) вы-
ражение (7.29) приводится к виду» [33] 

 

2
121






 мT
d

dE
,      (7.30) 

 

где  


1мТ  – «относительная электромеханическая постоянная време-

ни» [33]. 
«Так как функция Е* является положительно определенной функ-

цией переменных системы, а ее производная по времени – отрицатель-
но определенной, то система (7.27) является устойчивой. Устойчивость 
обусловлена демпфирующим действием электропривода» [33]. 

«Соотношение (7.30) подтверждает сделанный ранее вывод, что 
быстрота рассеяния запасенной энергии, а следовательно, и быстрота 
затухания динамической составляющей переходных процессов при 
условии неизменности параметров механической части ЭМС» [33] 

определяется величиной Тм1, т. е. . Очевидно, что привод с жестко-

стью механической характеристики 1 «будет лучше рассеивать энер-

гию, чем двигатель с жесткостью 2, если для любого момента време-
ни выполняется условие» [33] 

 

      21 ЕЕ .              (7.31) 
 

«Интегрируя это неравенство по времени от 0 до , получим со-
отношение» [33] 

 

    
 

 
0 0

21  dЕdЕ ,             (7.32) 

 

«из которого и вытекает энергетический принцип оптимальности – 

оптимальной величиной  следует считать ту, которая дает минимум 
интегралу» [33] 

 



0

0  dEJ .      (7.33) 

«В замкнутых системах электропривода параметры Тэ, Тм1, а сле-

довательно, и эм могут варьироваться в широких пределах за счет при-
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менения и соответствующего выбора коэффициентов жестких и гибких 
обратных связей, в отличие от параметров механической части приво-

да, определяющих значения  и 12, которые при проектировании яв-
ляются заданными. Следовательно, для обеспечения максимальной 
быстроты затухания динамической составляющей переходных процес-
сов функционал качества (7.33) необходимо минимизировать по двум 

зависимым между собой параметрам эм и Тм1. То есть задача выбора 
оптимальных параметров электропривода, когда есть возможность ва-

рьировать значением эм, должна решаться в два этапа» [33]. 

«На первом этапе определяется оптимальное значение эм и да-

лее при фиксированном значении эм.опт находится необходимое зна-

чение Тм1.опт, соответствующее оптимальной жесткости механической 

характеристики привода» [33]. 

«Сформулированный энергетический принцип позволяет решать 

задачу оптимизации, сводящуюся к нахождению эм.опт и Тм1.опт, как 

задачу вариационного исчисления, где в качестве функционала высту-

пает интеграл (7.33). Для минимизации функционала (7.33), в соответ-

ствии с методикой [48], используется аппарат линейной алгебры. Си-

стема уравнений (7.27) в матричной форме записи примет вид» [33]: 

XAX  , 

где  А – матрица связи, 
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Х – вектор состояния системы, 
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«Для определения значения функционала (7.32) используется 

соотношение» [33] 
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     00
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XWXdЕ 


   ,    (7.35)  

 

где  Х(0) – вектор начальных условий системы (7.12); 

Т – символ транспонирования.  

Значение матрицы W определяется согласно [30, 48]. 

«Конкретизируя задачу, рассмотрим три случая синтеза пара-

метров, обеспечивающих минимальную колебательность привода при 

действии возмущений на валу двигателя Мс1, на валу механизма Мс2 и 

внутренних возмущениях Мв» [33]. 

«Вектор состояния системы Х определяется на основании 

начальных условий, зависящих от характера возмущения. В качестве 

возмущений, воздействующих на систему электропривода, принима-

ются возмущения в виде единичных импульсных функций» [33] 
 

  1с ;   2с ;    в . 
 

«При импульсном воздействии на вал двигателя   1с  систе-

ма будет характеризоваться следующими начальными условиями» [33]: 
 

Х1(0) = 0; Х2(0) = 1; Х3(0) = 0; Х4(0) = 0. 
 

«Минимизация функционала (7.32), для рассматриваемого слу-

чая, дает для эм.опт  и м.оптТ  соотношения» [33]  
 

01  .эм.опт ,              (7.36) 
 

 1
3

21 2
12

2
12

12
11 


 мэмэ.опт.м ТТТТТ .  (7.37) 

 

«Соотношение (7.36) показывает, что при приложении возму-

щения к валу двигателя электромагнитная инерция силовой цепи 

снижает демпфирующую способность электропривода за счет появ-

ления сдвига по фазе между моментом и скоростью двигателя, 

уменьшающего составляющую момента, находящуюся в противофазе 

со скоростью» [33]. 

«Подстановка эм.опт в (7.37) дает значение Тм1.опт = 0, то есть 

для обеспечения минимального значения момента в упругой связи 

при действии возмущений на валу двигателя одновременно с Тэ = 0 

необходимо иметь абсолютно жесткую механическую характеристи-
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ку с  = . В этом случае первая масса представляет собой жесткую 

заделку, поэтому приложение к ней момента Мс1 не вызывает измене-

ния 1. В практических случаях наличие электромагнитной инерции 

силовых цепей не позволяет обеспечить эм.опт = 0, поэтому выбором 

Тм1.опт , в соответствии с (7.37), можно обеспечить минимум колеба-

тельности системы» [33]. 

«На рис. 84 приведены рассчитанные с помощью ЭВМ зависи-

мости резонансного коэффициента усиления  1212
 мTfА

м.  при 

воздействии возмущения Мс1 для фиксированных значений эм и . 

Анализ зависимостей (рис. 84) показывает, что с уменьшением эм 

колебательность уменьшается» [33].  

«Выбор Тм1 в соответствии с (7.37) дает минимальное значение 

динамических нагрузок. Однако в силу того что область минималь-

ных нагрузок не имеет ярко выраженного оптимума, выбор парамет-

ров электропривода, строго соответствующих оптимальным, особен-

но для систем, имеющих низкую частоту свободных колебаний, мо-

жет привести к значительному снижению жесткости рабочего участка 

механической характеристики привода и, как следствие, к снижению 

производительности. Поэтому величину  целесообразно выбирать 

больше оптимальной, но так, чтобы ее увеличение не привело к су-

щественному росту колебательности. Следовательно, необходимо 

штрафовать систему за малую величину . С учетом штрафа при оп-

тимизации используется функционал качества вида» [33] 
 

 

Рис. 84. Зависимости  1212
 мТfА

.м   (Δ – выбор Тм.опт.1 ,   – выбор Тм.опт.ш) 

при возмущении, действующем на валу двигателя: 1– νэм = 0,1; γ = 1,5;  

2 – νэм = 0,5; γ = 2; 3 – νэм = 0,25; γ = 1,2; 4 – νэм = 1,7; γ = 5,0 
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4
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 00
 EkTJJ м ,      (7.38) 

 

где   0E  – «относительная энергия системы в момент времени 

 = 0» [33]; 
k – «коэффициент штрафа за малые значения жесткости механи-

ческой характеристики двигателя» [33]. 
«В рассматриваемом случае действия возмущения Мс1 величину 

коэффициента штрафа целесообразно выбрать равной k = 1, тогда вы-
ражение для определения Тм1.опт.1.ш в соответствии с (7.38) примет 
вид» [33] 

 

 1
5

21 2

12

2

12

12

ш.1..1 


 мэмэоптм ТТТТТ .   (7.39) 

 

«Из рис. 84 видно, что выбор жесткости  в соответствии с 
(7.39) приводит во всех случаях к незначительному увеличению ко-
лебательности» [33]. 

«Импульсное воздействие момента на вал механизма   2с  

характеризуется начальными условиями» [33] 
 

Х1(0) = 0; Х2(0) = 0; Х3(0) = 1; Х4(0) = 0. 
 

«Отыскание функционала (7.33) дает следующие выражения для 

эм.опт и Тм1.опт» [33] 
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оптэм

;    (7.40) 
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 .опт.эм

.опт.эм
.опт.эм

.опт.мТ .   (7.41) 

 

«Учитывая, что 0эм , иначе система (7.27) становится не-

устойчивой, получим» [33]: 

при 1 <  < 3  
 

2

1
12

2 опт. 121





мэТТ ,          (7.42) 
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при 3   

02
2опт. 121 мэТТ .              (7.43) 

 

«На рис. 85а на основании анализа материала, полученного при 

расчетах на ЭВМ, приведено семейство кривых  2
121 . 12

 мэТTfА
оптм , 

представляющих собой зависимости минимальных значений резо-

нансного коэффициента усиления от параметра 
2
121мэТТ  для фикси-

рованных значений » [33].  

«Из рис. 85 видно, что выбор эм.опт в соответствии с соотношени-

ем (7.40) обеспечивает при данном  колебательность, близкую к мини-

мальной. Соотношение (7.40) показывает также, что при  < 3 при 
определенных сочетаниях параметров Тэ и Тм1 индуктивность силовых 
цепей снижает колебательность в сравнении со случаем Тэ = 0. Двух-
массовая ЭМС объединяет в своем взаимодействии две парциальные 
колебательные системы: весьма слабо демпфированную механическую 
часть и двигатель, колебательность которого определяется соотноше-
нием Тм1 и Тэ. Поэтому в АЧХ ЭМС имеют место два резонансных пика. 
Рост Тэ вызывает увеличение колебательности двигателя и снижает ко-
лебательность механической части, причем оптимум наступает при их 
равенстве. Рост индуктивности ведет к увеличению колебательности 
двигателя, электромеханическая связь растет, увеличивая отвод энергии 
из механической части в электрическую» [33]. 

 

 
а)                                б) 

Рис. 85. Зависимости  2
12112

 мэТTfА  м.опт   (а) (Δ – выбор 2
2121 .оптмэТТ  )  

и  12112
 мТfА

м      (б) (Δ – выбор Тм1опт. 2 ,   – выбор Тм1.опт.2.ш)  

при возмущении, действующем на вал механизма. 1– νэм = 1,0; γ = 10; 
2 – νэм = 0,25; γ = 1,5; 3 – νэм = 0,8; γ = 1,5; 4 – νэм = 0; γ = 1,2 
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«Оптимальная величина электромагнитной постоянной силовых 

цепей Тэ.опт может быть получена согласно выражению» [33]: 
 

32
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2
2

2

12
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.опт.э
оптэм

.опт.э

.опт.эТ

  . 

.  (7.44) 

 

«Анализ зависимостей  121  м 12
 мТfА , приведенных на 

рис. 85б, полученных для случая действия возмущения Мс2, показы-
вает, что значения Тм1.опт, рассчитанные по соотношению (7.40), 
обеспечивают минимальную колебательность» [33]. 

«С учетом штрафа за малые значения жесткости минимизация 
функционала (7.37) приводит к выражению для Тм1.опт.2» [33] 
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 .опт.эм.опт.эм

.опт.эм

Т ш .опт.м. .  (7.45) 

 

«Коэффициенты штрафа при минимизации функционала (7.37) 

приняты равными k = , это связано с тем, что с ростом  оптимум 
становится все менее выраженным. Выбор жесткости, согласно 
(7.45), как видно на рис. 85б, приводит к незначительному увеличе-
нию колебательности» [33].  

«Случай действия внутренних возмущений при приложении им-

пульсных воздействий    в  характеризуется начальными усло-

виями» [33]: 
 

Х1(0) = 0;  Х2(0) = 0; Х3(0) = 0; Х4(0) = 1. 
 

«Минимизация функционала (7.32) дает следующие выражения 

для 
2
121 .опт.вмэТТ  и Тм1.опт.в» [33] 

 

12
121  вт.в омэТТ ;     (7.46) 

 
















2
1

1 2
121

2
121

12
1 пт.в пт.в оМЭомэв.опт.м ТТТТТ .   (7.47) 
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Зависимости  2
121..12

 мэТTfА
оптм , для данного случая рассчи-

танные на ЭВМ и «приведенные на рис. 86а, дают основание гово-

рить о том, что выбор 
2

..121 воптмэТТ   по выражению (7.45) обеспечива-

ет минимальную колебательность» [33]. 

«Как и в рассмотренном выше случае, действие возмущений на 

вал двигателя, индуктивность силовых цепей способствует увеличе-

нию демпфирующих свойств электропривода, особенно при малых , 

тогда как при действии возмущений на вал механизма это влияние 

имеет место лишь при  < 3. Оптимальное значение электромагнит-

ной постоянной в рассматриваемом случае рассчитывается на осно-

вании соотношения» [33] 
 
















2
1

1

2
121

2
12112 пт.в  опт.в  омэмэ

в.опт.э

ТТТТ

Т .    (7.48) 

 

 
а)                                     б) 

Рис. 86. Зависимости  2
12112

 мэТTfА
опт.м.  (а) (Δ – выбор 

в.оптмэТT 2
121 ) 

и  12112
 мТfА

м.  (б) (Δ – выбор Тм1опт.в ,   – выбор Тм1.опт.в.ш)  

при внутренних возмущениях: 1– νэм = 0; γ = 1,5; 2 – νэм = 0,5; γ = 10;  

3 – νэм = 0,15; γ = 7; 4 – νэм = 0,6; γ = 1,5 
 

Анализ зависимостей  12112
 мТfА

м    (рис. 86б), «построен-

ных для фиксированных значений  и эм, показывает, что выбор оп-
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тимального значения Тм1.опт согласно (7.47) обеспечивает колебатель-

ность, близкую к минимальной» [33]. 

«Минимизация функционала (7.38), дающая повышение жестко-

сти за счет некоторого увеличения колебательности при k = 1, приво-

дит к следующему соотношению для определения ш.в.опт.мТ 1 » [33]: 
 

 
12

21
22

121
2
121

12
1










 пт.в опт.в омэмэ
ш.в.опт.м

ТТТТ
Т .   (7.49) 

 

Выбор ш.в.опт.мТ 1  в соответствии с соотношением (7.49), как вид-

но по рис. 86б, «позволяет повысить жесткость характеристики при-

вода по сравнению с оптимальной, не приводя к существенному уве-

личению колебательности» [33]. Предлагаемый энергетический метод 

позволяет «успешно решать поставленные задачи оптимизации пара-

метров двухмассовой системы электропривода с линейной механиче-

ской характеристикой двигателя. Разработанная на его основе мето-

дика поэтапной оптимизации дает возможность отыскать такие соче-

тания параметров, которые обеспечивают минимальную колебатель-

ность в динамических режимах работы электропривода. Получены 

простые аналитические выражения, удобные для применения в инже-

нерной практике» [33].  

 

  



213 
 

8. ДИНАМИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ  

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

ПРИ ПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ВОЗБУЖДЕНИИ КОЛЕБАНИЙ 
 

8.1. Возможности линеаризации электромеханических 

систем при параметрических возмущениях 
 

При исследовании параметрических колебаний с учетом нели-
нейностей ЭМС, связанных с постоянством передаточного числа и 
зазоров в кинематической цепи, система уравнений, описывающих 
движение двухмассовой ЭМС при принятой системе обобщенных па-
раметров и относительных единиц, примет вид: 
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(8.1) 

где 12
*  ээ ТT ; 121

*
1  JTм ; 

2
12 мээм ТТ ;   121 JJJ  ; 

12СiM м ; 12  ; мi  ; 12 t ; 12 pp ; 

   11  мiK ; мiK 2 ; мiK 13 ; 12124 СiK мвт   . 

Структурная схема нелинейной модели, соответствующая (8.1), 
приведена на рис. 87. 

Для случая, нередко имеющего место на практике, при наличии 
упругой вставки между кривошипом и рабочим органом при переходе 

от схемы рис. 43а к схеме рис. 43в при С1 = , передаточном числе i = 1 

и неучете вт.1 система уравнений, описывающих движение двухмассо-
вой системы с переменным радиусом приведения, примет вид: 

usr11779
Записка
сделать три строки заголовка . Во второй - ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ
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Движение линеаризованной расчетной схемы при непостоянстве 
передаточного числа описывается системой уравнений (7.12), а 
структурная схема приведена на рис. 78. А система уравнений (8.3) 
отражает движение линеаризованной расчетной схемы при непосто-
янстве радиуса приведения  
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мээм ТТ ; 120 JС ;   22 sinсс F ; 
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Системе уравнений (8.3) соответствует нормированная структу-

ра ЭМС, приведенная на рис. 88. 
 

 

Рис. 88. Нормированная линеаризованная структурная схема  

двухмассовой ЭМС при непостоянстве радиуса приведения 
 

 

При исследованиях расчеты АЧХ при параметрических возму-

щениях, связанных с погрешностями передач, проводились на осно-

вании уравнений (8.1), а в линеаризованной системе по (7.22). 

«Сравнительные расчеты АЧХ на основании линеаризованной и 

исходной системы уравнений показывают, что расхождения в опре-

делении величины резонансных коэффициентов усиления 
м.

А
12  зави-

сят от демпфирующих свойств электропривода и соотношения инер-

ционных масс . Причем во всех случаях величина 
м.

А
12 , рассчитан-

ная по уравнениям линеаризованной системы, имеет большие значе-

ния по сравнению с аналогичной, рассчитанной на основании исход-

ных уравнений. Указанные особенности подтверждаются расчетными 

кривыми    fА
12

» (рис. 89) [33]. 

«Полученные результаты хорошо согласуются и с физически-

ми соображениями. Так как линеаризация полагает постоянство 

скорости связанным зацеплением валов, а следовательно, и момента 

возмущения в , рассчитанные по уравнениям линеаризованной 

системы, величины 
м.

А
12  имеют наибольшее значение. При малых , 

т. е. J2, жестко связанной со скоростью передачи, возникают усло-

вия, способствующие колебаниям скорости связанных зацеплением 

валов и приводящие к уменьшению момента возмущения в и 

м
А

.12 » [33]. 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 89. АЧХ нелинейной (– – –) и линеаризованной (–––) систем  

при параметрических возмущениях, обусловленных погрешностью передач: 

при  = 1,5 (а); при  = 2,0 (б); при  = 5,0 (в) 
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«Проведенный анализ сравнительных расчетов показывает, что 

расхождение в определении 
м

А
.12  при   5 во всех случаях не пре-

вышает 2%. Дальнейшее уменьшение  приводит к быстрому росту 

указанных расхождений, которые при  = 1,5 и демпфирующем дей-

ствии электропривода, обеспечивающем декремент затухания 1,0 , 

превышают 15%. Так как нижняя граница естественного демпфирова-

ния соответствует  = 0,1, в области  >1,5 можно пользоваться при 

определении 
м

А
.12  линеаризованной системой при учете погрешно-

стей передач. При   5 и слабом демпфировании 2,0  расчеты 

м
А

.12  линеаризованной системы можно использовать в качестве оце-

ночных, поскольку расхождения могут достигать значительной вели-

чины» [33]. 

«Рассмотрим возможности линеаризации при исследовании ди-

намических режимов ЭМС с переменным радиусом приведения с бо-

лее существенными значениями параметрических возмущений в 

сравнении с возмущениями, обусловленными погрешностями пере-

дач» [33]. 

«В соответствии с (8.3), описывающей движение электроприво-

да с эксцентриковыми и кривошипными механизмами в кинематиче-

ской цепи, выражение АЧХ» [33]  
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возмущения» [33]; 2
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На рис. 90 приведены «АЧХ нелинейных и линеаризованных си-

стем, отражающие количественные расхождения и влияния парамет-

ров механической части и электропривода на колебательные нагрузки 

при параметрических возмущениях» [33]. 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 90. АЧХ нелинейной (– – –) и линеаризованной (–––) систем ЭП  

при наличии в кинематической цепи эксцентриковых (кривошипных)  

механизмов: при  = 2,0 (а); при  = 5,0 (б) 
 

«Анализ АЧХ рис. 90 показывает, что в рассматриваемых си-

стемах со значительными переменными параметрическими возмуще-

ниями указанные выше рекомендации по линеаризации систем при 

учете погрешностей передаточного числа неприемлемы. Количе-

ственные расхождения в определении резонансных амплитуд колеба-

ний превышают 60%, а резонансных частот колебаний более чем на 
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30%. При линеаризации, как видно из рис. 91, отражающего частот-

ный пуск на установившуюся скорость при расчетах на основании 

исходной системы уравнений (8.2), теряется информация о наличии в 

системе субгармонического резонанса, когда при вдвое большей ча-

стоте возмущений Ω ≡ ω2 частота колебаний в системе равна частоте 

колебаний на главном резонансе. В ЭМС с упругим элементом в со-

ставе эксцентрикового (кривошипно-шатунного) механизмов С2 ≠ ∞ 

появляются дополнительные параметрические возмущения, обуслов-

ленные кажущимся изменением приведенной жесткости С2(φ2), наря-

ду с возмущениями, обусловленными кажущимися изменениями мо-

мента инерции J2(φ2) и Мс2(φ2), еще больше ограничивая возможности 

линеаризации» [33]. 

Следовательно, «использование для анализа колебательных нагру-

зок ЭМС с эксцентриковыми (кривошипными) механизмами линеари-

зованных моделей приводит не только к существенным количествен-

ным расхождениям при определении резонансных амплитуд и частот, 

но и к потере информации о важных динамических свойствах исследу-

емых объектов (субгармонический резонанс). Поэтому получение до-

стоверной информации о количественной и качественной стороне про-

текающих явлений в таких системах обеспечивается при их моделиро-

вании на ЭВМ с использованием численных методов решения исход-

ных нелинейных уравнений, описывающих их движение» [33]. 

В ЭМС при внутренних параметрических возмущениях, связан-

ных с непостоянством передаточного числа, когда при изменении ва-

рьируемого параметра 
 1мТ  сохраняется постоянство эм, кроме 

зависимости  эмfА
оптм

 
..12

 (рис. 82б) существует однозначная 

связь между  эмопт f   которая для фиксированных значений  

представлена на рис. 92. 

Использование зависимостей  эмfA
оптм

 
..12

 и 

 эмопт f   позволит достаточно просто решать задачи «оптимиза-

ции ЭМС с параметрическими возмущениями, обусловленными по-

грешностями передач по критерию минимума колебательных нагру-

зок, при представлении механической характеристики (5.1). На осно-

вании исходных данных рассчитывается параметр эм» [33]. Далее, 

используя зависимости  эмопт f   (рис. 92), определяем значения 

варьируемого параметра опт , соответствующего данному  и эм. 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 91. Пуск электропривода с кривошипным механизмом  

в кинематической цепи на установившуюся скорость  

(зависимости  tfM 12
 (а),  tf1  (б),  tf2  (в)) 
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Рис. 92. Зависимость  эмопт f   

 

И, наконец, «на основании полученной зависимости 

 эмопт f   определяются 
*
мТ 1  и , позволяющие реализовать оп-

тимальную жесткость механической характеристики привода» [33]. 

 

8.2. Влияние зазоров кинематической цепи  

на установившиеся режимы параметрических колебаний  

 

«Проведенный выше анализ влияния демпфирования, вносимого 

приводом, на динамические нагрузки в установившихся режимах па-

раметрических колебаний исходил из предположения отсутствия за-

зоров, неизбежно присутствующих в кинематической цепи ЭМС. В 

режимах параметрических колебаний, при которых величина упруго-

го момента превосходит среднюю нагрузку передач, зазоры периоди-

чески открываются и механическая часть ЭМС приобретает свойства, 

присущие нелинейным механическим системам [3, 13, 39]. Данное 

обстоятельство вносит существенные особенности в динамику ЭМС 

как количественного, так и качественного характера, неучет которых 

может привести к значительным погрешностям в определении дина-

мических нагрузок элементов ЭМС» [33]. 
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8.2.1. Особенности развития параметрических колебаний 

в различных резонансных зонах 

 

«Выявление основных особенностей, вносимых в систему люф-

тами в кинематической цепи, проводилось на основании математиче-

ского моделирования на ЭВМ по уравнениям (8.1), описывающим 

движение МЧ ЭП при двигателе с линейной механической характе-

ристикой при учете Тэ» [33]. 

Структурная схема модели ЭМС с вращательным движением РО 

с учетом зазоров в кинематической цепи приведена на рис. 87. 

«Наличие зазоров в кинематической цепи значительно изменяет 

характер развития параметрических колебаний в сравнении со случа-

ем, когда они отсутствуют [14, 15, 29]. Причем изменения как количе-

ственного, так и качественного характера зависят в значительной мере 

от величины средней нагрузки передач ср , а также величины возму-

щения. На рис. 93 приведены АЧХ системы с зазором и ЭП с линей-

ной механической характеристикой при учете Тэ. Из рис. 93 видно, что 

при увеличении  от нуля до точки А изменение амплитуд колебаний 

12 определяется кривой 6 – АЧХ линейной системы вплоть до точки 

А. В точке А амплитуды колебаний становятся достаточными для воз-

никновения зазорообразования, приводящего к их росту до значений 

м.
А

12 , определяемых точкой С. Далее имеет место устойчивое зазоро-

образование с амплитудами, соответствующими кривой 1. В тех слу-

чаях, когда при данных значениях ср  и в в зоне субгармонического 

резонанса колебания с зазорообразованиями сохраняются в точке А, 

амплитуды колебаний возрастают до значений 
'в.м.

А 12  с реализацией 

гораздо больших амплитуд по сравнению с амплитудами на главном 

резонансе. При дальнейшем росте частоты амплитуды колебаний из-

меняются в соответствии с кривой 1, переходящей в кривую 6 – ли-

нейной системы. Если величины ср  и в таковы, что зазорообразо-

вание в зоне субгармонического резонанса не возникает, развитие суб-

гармонического резонанса исключается и амплитуды колебаний изме-

няются в соответствии с кривой 6 – линейной системы» [33]. 

«При уменьшении частоты колебаний как в области главного, 

так и в области субгармонического резонанса колебания “затягивают-

ся” в область меньших частот с реализацией гораздо больших ампли-
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туд, чем те, которые возможны при движении в сторону увеличения 

частоты» [33]. 
 

 

Рис. 93. Амлитудно-частотные характеристики ЭМС редукторного ЭП с зазором 

 

«Иллюстрацией качественной картины параметрических коле-

баний являются осциллограммы установившихся параметрических 

колебаний (рис. 94), снятые на модели (рис. 87) при различной сред-

ней нагрузке передач. При большой средней нагрузке передач 

(рис. 94а) зазоры в зоне субгармонического резонанса не открывают-

ся, колебания 12 имеют частоту, равную частоте возмущения в. 

При малой средней нагрузке передач, когда колебания 12 имеют до-

статочную величину для появления зазорообразования (рис. 94б), в 

системе развиваются устойчивые колебания субгармонического ха-

рактера, которые при вдвое большей частоте возмущения 2  

имеют частоту, равную частоте на главном резонансе» [33]. 

«Значительное влияние на колебания с зазорообразованиями 

оказывает средняя нагрузка передач ср . Уменьшение ср  вызывает, с 

одной стороны, уменьшение амплитуд нелинейных колебаний, а с 

другой – затягивает их в сторону меньших частот. При малых значе-

ниях ср  наличие зазорообразования способствует развитию субгар-

монического резонанса, который при λ ≥ 0,1, в системах, не имеющих 

зазоров, исключается» [33]. 

«С ростом в пропорционально увеличивается и значение ср , 

при котором возможно развитие субгармонического резонанса» [33]. 
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а) 

 
б) 

 

Рис. 94. Установившиеся режимы параметрических колебаний в зонах 

главного и субгармонического резонанса при большой средней (а)  

и при малой средней (б) нагрузке передач 
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«Несомненный интерес представляет выявление влияния демп-

фирования, вносимого двигателем, на развитие субгармонического 

резонанса. С этой целью, на основании данных, полученных при мо-

делировании систем с различной демпфирующей способностью элек-

тропривода, на рис. 95 построены зависимости  вгр.ср f   . Они 

представляют собой зависимость средней нагрузки, начиная с кото-

рой, при данном значении в, получает развитие субгармонический 

резонанс» [33]. 
 

 

Рис. 95. Зависимость  вгр.ср f    

 

«Анализ зависимостей  вгрср f  .  показывает, что с ро-

стом демпфирования, при данном в, субгармонический резонанс 

начинает проявляться при меньших средних нагрузках. Полученный 

результат является несколько неожиданным, но легко объясняется на 

основании анализа зависимостей рис. 96» [33]. 

Приведенные на рис. 96 АЧХ показывают, что «в зоне субгар-

монического резонанса лрр .2  наиболее значительные ампли-

туды 12 имеют место в системах ЭП с лучшими демпфирующими 

свойствами. В силу сказанного, колебания с зазорообразованиями 

начинают возникать при данном в и  ср  гораздо раньше в хорошо, 

а не слабо демпфируемых системах. В остальных случаях это влияние 

незначительно и при изменении 
м

А
.12  в пределах 5–20 [29] величина 

ср.гр изменяется мало» [33]. 
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Рис. 96. АЧХ при параметрических возмущениях,  

обусловленных погрешностью передач, при 03   

 

«В большинстве практических случаев величина в  0,2 и по-

этому проведенный анализ позволяет сделать вывод: в установив-

шихся режимах колебаний при в  0,2, в зависимости от структуры 

механической части, субгармонический резонанс возможен лишь при 

средних нагрузках передач ср  0,3» [33]. 

 

8.2.2. Метод гармонической линеаризации 

и его возможности при исследовании параметрических колебаний 

 

«Дополнительное снижение колебательных нагрузок достигается 

рациональным конструированием механической части, исключающей 

ее работу в резонансных зонах при установившихся режимах работы. 

Когда установившаяся скорость выше скорости, при которой имеет 

место субгармонический резонанс, ЭМС должна проходить резонанс-

ные зоны достаточно быстро, с тем чтобы резонансные колебания не 

успели развиться. Моделирование и практика показывают [14, 29], что 

при переходном резонансе колебания при субгармоническом резонан-

се развиваются значительно слабее, чем на главном» [33]. 

«Поэтому, в большинстве практических случаев, исследование 

колебательных нагрузок в ЭП можно ограничить зоной главного ре-

зонанса» [33]. 

«Осциллограммы установившихся режимов (рис. 94) подтвер-

ждают высокие фильтрующие свойства в ЭМС. Синусоидальный ха-

рактер 12 обусловлен фильтрующими свойствами МЧ, являющейся 

узкополосным фильтром, подавляющим высшие гармоники» [33].  
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«Данные обстоятельства для анализа колебательных нагрузок 

позволяют использовать приближенный метод гармонической линеа-

ризации [3, 39]. Данный метод с использованием графо-аналитиче-

ского способа решения уравнений предложен в [14] для анализа 

нагрузок в одномассовой системе. Автором метод использован для 

анализа колебательных нагрузок в двухмассовой системе с решением 

уравнений на ЭВМ. В режимах работы ЭП с зазорообразованиями 

упругий момент является нелинейной функцией  F  разности уг-

лов 21    (рис. 97). Движение двухмассовой системы с зазо-

ром, с учетом принятой линеаризации (2 = const), описывается сле-

дующими уравнениями» [33]: 
 

 

 













,;

;

21
2

2

1
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dt

d
JМF

dt

d
JF

dt

dM
ТМ

ср

экз

   (8.5) 

где  2 кзср МM . 
 

 

 
б) 

а)  

Рис. 97. Зависимости   fМ12  (а) и  tfF   (б) 

 

«Перейдя к операторной форме и решив (8.5) относительно , 

получим уравнение» [33]: 
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(8.6) 

 

«Нелинейная функция  F  при замене приближенными урав-

нениями гармонической линеаризации» [33] 
 

      ~,,Aq,,AqF   0100 ,  (8.7) 
 

где       
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«Учитывая, что при наличии постоянной составляющей нагруз-

ки зазоры в противоположную сторону не выбираются, выражения 

для коэффициентов гармонической линеаризации имеют вид» [33]: 
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При подстановке  F  в (8.6) уравнение «распадается на два, 

отражающих баланс постоянной и переменной составляющих реше-

ния. Тогда, при использовании относительных единиц, получим» 

[33]: 
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~
i

A

iC

AC
a

мм
12

12

12 





  – «амплитуда периодической составля-

ющей решения» [33]; 

мi


 0

0


  – «постоянная составляющая решения» [33]. 

«Совместное решение (8.9) и (8.10) позволяет построить обобщен-

ные зависимости q = f(a) при μср = const, приведенные на рис. 98» [33]. 
 

 

Рис. 98. Зависимости q = f(a) при μср = const 

 

«Из рассмотрения зависимостей (рис. 98) можно сделать вывод, 

что при ср  = const колебания с зазорообразованием при росте их ам-

плитуд сопровождаются уменьшением коэффициента гармонической 

линеаризации q» [33]. 

«Согласно (8.10) выражение АЧХ линеаризованной системы за-

пишется в виде» [33]: 
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(8.12) 

 

«При q(a, μср) = 1 зазоры не открываются и система является ли-

нейной. Совместное решение уравнений q = f(a) и зависимостей 

 qfAa в  12
, рассчитанных при фиксированных , позволяет 
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найти точки устойчивого решения. Автором разработана программа 

расчета на ЭВМ АЧХ системы с зазором, с использованием метода 

гармонической линеаризации» [33]. 

«На рис. 99 приведены АЧХ, полученные на основании расчетов 

по исходным уравнениям и методу гармонической линеаризации. Из 

рис. 99 видно, что с ростом демпфирования происходит не только 

снижение амплитуд нелинейного резонанса, но и сужение его области. 

Сопоставление АЧХ, полученных с помощью гармонической линеари-

зации, с аналогичными зависимостями, полученными путем решения 

на ЭВМ, при учете реальных условий движения системы с перемен-

ным передаточным числом и зазором, свидетельствует о том, что гар-

моническая линеаризация дает правильные представления о характере 

процессов и физических свойствах нелинейного объекта» [33]. 

«Однако метод гармонической линеаризации не обеспечивает 

высокой точности расчетов. Точность расчетов в значительной степе-

ни зависит от величины 
лм

А
..12 , с ростом которой она снижается. 

Установлено, что в хорошо демпфированных системах 
лм

А
..12  6 

расхождения в определении максимальных амплитуд не превышают 

30%, при 
лм

А
..12 = 10 достигают 50%, а в слабо демпфированных си-

стемах с 
лм

А
..12 > 12 превышают 60%. Следует заметить, что более 

значительные расхождения при равенстве 
лм

А
..12  имеют место в 

ЭМС с малыми значениями » [33]. 

В области значений 
лм

А
..12  10, «где неточности расчета не 

превышают 50% в сторону завышения, метод гармонической линеа-

ризации можно использовать для количественных оценок. Столь 

значительные количественные расхождения объясняются специфи-

кой действия внутреннего возмущения, обусловленного пульсация-

ми передаточного числа. Гармоническая линеаризация предполагает, 

что возмущающий момент в действует постоянно, а в действи-

тельности при размыкании зазора его действие прекращается. Не-

смотря на эту особенность, снижающую точность количественных 

оценок, использование метода гармонической линеаризации обеспе-

чивает аналитическое изучение особенностей работы нелинейной 

ЭМС» [33]. 
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а) 

 
б) 

Рис. 99. Зависимости  *fА
м.


12  при Тм = 0,06 с и Тм = 0,1 с (а) 

и при Тм = 0,03 с (б) 

 

«Оценить возможность возникновения колебаний с зазорообра-

зованиями при данном значении 
л.м.

А
12  и ср позволяют зависимости 

граничных амплитуд упругого момента, соответствующих возникно-

вению колебаний с зазорообразованиями  вfА
гр.м.

 
12

 при 

constср   (рис. 100)» [33]. Данные зависимости построены на ос-

новании графиков функций  qfa   (рис. 100). Если полученная «в 
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результате расчета линейной системы величина 
л.м.

А
12 , при данном 

в, превосходит величину 
гр.м.

А
12 , определяемую для данного зна-

чения ср  и в, соответствующей граничной кривой, зазоры в систе-

ме открываются, и расчет 
м.

А
12  необходимо проводить численным 

методом решения исходных уравнений» [33]. 
 

 

Рис. 100. Зависимости 
12.

( )
м вА f    

 

8.2.3. Оптимизация систем электропривода с зазорами  

в кинематической цепи по критерию минимальной 

 колебательности 

 

«Несомненный интерес представляет выявление возможности 

применения методов оптимизации, используемых для ЭМС с линей-

ной зависимостью   fМ12  и для систем, имеющих зазоры в ки-

нематической цепи. Для этого необходимо установить, будут ли ко-

лебательные нагрузки в нелинейной системе, оптимизированной на 

основе системы с линейной зависимостью   fМ12 , иметь опти-

мальную величину. С этой целью проводились сравнительные расче-

ты колебательных нагрузок ряда систем с различной демпфирующей 

способностью и параметрами ЭМС» [33]. 
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«В качестве иллюстрации на рис. 101 приведены зависимости 

 отн/fА
м.

 1
12

 , полученные при сравнительных расчетах в систе-

мах с линейной и нелинейной зависимостью   fМ12  при варьи-

ровании . Значения, приведенные на графиках, соответствуют мак-

симальным амплитудам, которые имеют место в зоне как главного, 

так и субгармонического резонанса» [33].  
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 101. Зависимости  отн/fА
м.

 1
12

  при Тм0 = 0,06 с (а)  

и при Тм0 = 0,1 с (б) 

 
«Анализ зависимостей (рис. 101) показывает, что в нелинейных 

системах минимальные нагрузки имеют место при той же оптималь-
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ной жесткости опт, что и в линейной системе. В нелинейных системах 
вследствие наличия зазорообразования, уменьшающего амплитуды 
колебаний, оптимум становится еще менее выраженным, чем в систе-

мах с линейной зависимостью  .fМ 12  Поэтому для систем с 

устойчивыми режимами параметрических колебаний с зазорообразо-
ваниями с учетом формирования требуемых статических и динамиче-

ских характеристик жесткость может быть выбрана больше, чем опт. 
При этом колебательные нагрузки будут незначительно отличаться от 

оптм
А

..12 . Чем выше демпфирование и средняя нагрузка передач, тем 

ближе должна выбираться жесткость к опт, так как при данных усло-
виях влияние нелинейности становится незначительным» [33]. 

«Следовательно, выбор параметров линейной системы обеспе-
чивает минимум ее колебательности и при колебаниях с зазорообра-
зованиями. Это обстоятельство позволяет в случаях, когда целью оп-
тимизации является снижение нагрузок передач, ограничиваться под-
бором параметров, обеспечивающих максимум демпфирующей спо-
собности линейной системы, и использовать методы оптимизации, 
разработанные для линейных систем» [33]. 

 

8.3. Динамические режимы замкнутых обратными связями  

электромеханических систем при параметрическом  

возбуждении колебаний 
 
В настоящее время наиболее ответственные приводы техноло-

гических установок реализуются по системе УП-Д с различными об-
ратными связями с целью формирования заданных статических и ди-
намических характеристик. Поэтому большой практический интерес 
представляет анализ влияния различных обратных связей на колеба-
тельные нагрузки ЭМС при параметрическом возбуждении колеба-
ний. При анализе динамических свойств ЭМС ограничимся рассмот-
рением систем, замкнутых обратными связями по координатам пер-
вой массы: по моменту (току) и по скорости двигателя. 

 

8.3.1. Система управляемый преобразователь –  

двигатель с отрицательной обратной связью по моменту (току) 
 
В ЭМС повторно-кратковременного режима, когда установив-

шаяся скорость ЭМС больше скорости, на которой имеет место пере-
ходный параметрический резонанс, при пуске и торможении, когда 
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перенести ДВИГАТЕЛЬ в первую строку
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работает система ограничения момента, неправильный выбор пара-
метров может привести к возникновению недопустимых колебатель-
ных нагрузок. 

При отрицательной обратной связи по моменту система уравне-

ний линеаризованной системы УП-Д при учете погрешностей пере-

дачи примет вид: 
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 (8.13) 

 

Для системы Г-Д 

гп ТТ  ; яэ ТТ  ;    яR/КФ
2

 . 

Для системы ТП-Д 

п.тп ТТ  ; яэ ТТ  ;    яR/КФ
2

 . 

Для системы ПЧ-АД 

0пТ ; кн.эпэ S/Т 01  ; кнк S/М  02  . 

Структурная схема, соответствующая (8.13), приведена на 

рис. 102а, после преобразования она приводится к виду (рис. 102б). 

При безынерционном преобразователе Тп = 0 отрицательная 

связь по моменту эквивалентна введению добавочного сопротивления 

в силовую цепь двигателя. 

Если в разомкнутой системе жесткость  была выше опти-

мальной, то введением отрицательной связи по моменту (току) 

можно увеличить демпфирование. Если, наоборот,  ниже опти-

мальной, отрицательная связь по моменту может только ухудшить 

демпфирование. 

На практике обратная связь по моменту (току) вводится для ре-

гулирования момента или тока с заданной точностью, поэтому при 

Тп = 0 она оказывается настолько сильной, что исключает демпфиро-

вание колебаний электроприводом. 
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Инерционность преобразователя Тп, с одной стороны, увеличи-

вает динамическую жесткость электропривода, а с другой – ведет к 

увеличению сдвига по фазе между колебаниями 1 и М. Указанные 

факторы и определяют демпфирование. При реальных значениях 

Ком = 20–50 во всех случаях в области низких частот Ω12 ≤ 10 1/с и 

малой величине Тп ≤ 0,1 с демпфирование ослаблено, и колебатель-

ные нагрузки имеют недопустимую величину [32]. Следовательно, 

имеются две принципиальные возможности снижения колебательных 

нагрузок: выбор оптимальной величины Ком при заданном Тп, или же 

при заданной величине Ком выбор оптимального значения Тп. Второй 

путь наиболее предпочтителен, так как, особенно у механизмов с 

большим моментом инерции, увеличение Тп оказывает меньшее вли-

яние на длительность переходных процессов, нежели уменьшение 

крутизны падающего участка статической характеристики за счет 

снижения величины Ком. В преобразователях с эп ТТ   высокое 

демпфирование сохраняется даже при абсолютно мягкой статической 

характеристике. В области средних и высоких частот механической 

части эп Т/Т/ 11 12   инерционность преобразователя выступает в 

качестве фильтра, ослабляющего сигнал обратной связи и жесткость 

в замкнутой системе зм, и стремится к  разомкнутой системы. В 

этом случае параметры разомкнутой системы будут определять коле-

бательные нагрузки в системе замкнутой по моменту (току). 

В настоящее время большое распространение получили системы 

подчиненного регулирования координат ЭП [6, 16, 34, 42]. Структур-

ная схема «однократно-интегрирующей системы подчиненного регу-

лирования скорости и тока редукторного электропривода при пара-

метрических возмущениях» [33] приведена на рис. 103. 

С учетом внутренней связи по ЭДС двигателя для контура тока 

при настройке на ТО и компенсации Тэ, согласно рис. 103, движение 

ЭП в операторной форме описывается системой уравнений: 
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Системе уравнений (8.14) соответствует следующее выражение 

АЧХ по возмущению в : 
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Для систем, у которых постоянная якорной цепи отнесена к 

компенсируемой эТТТ  1 , выражение для Wрт примет вид: 
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С учетом (8.16) выражения для 12А  запишутся следующим образом: 
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Зависимости   TfА
м.


12

 (рис. 104а), при настройке контура 

на ТО, показывают, что при суммарной компенсируемой T 0,01 с 

быстродействие контура при 2тa  высоко и электромеханическая 

связь на частотах Ω12 = 10–20 1/с существенно ослабляется. Поэтому 
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с целью сохранения демпфирования необходимо увеличивать am > 2. 

Однако надо проверить, не снижается ли при больших am(aм) динами-
ческая точность регулирования момента до недопустимого уровня. 

Постоянная интегрирования TаТ ти   ПИ регулятора при больших и 

средних частотах 12 выполняет роль фильтра, приводя к ослаблению 
токоограничения. 

 

 
а) 

 
б) 

 

Рис. 104. Зависимости   TfА
м.


12

 (а),   ТаfА тм.
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 (б) 
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Применение интегрального регулятора тока (рис. 104б) не поз-

воляет снизить значения 
м.

А
12  до величин, значительно отличающих-

ся от 
м.

А
12 , имеющих место в исходной разомкнутой системе. Посто-

янная Ти регулятора тока в этом случае должна быть выбрана из усло-

вия обеспечения фильтрующих свойств на частоте 12 механической 

части, что обеспечивает реализацию демпфирующих свойств в ЭМС 

за счет наличия внутренней связи по ЭДС двигателя. 

 
8.3.2. Колебательные нагрузки передач  

в однократно-интегрирующей системе подчиненного регулирования скорости 

 

При стандартных допущениях, используемых при последова-

тельной коррекции, динамическая механическая характеристика 

двухконтурной системы регулирования имеет вид (8.18). Анализ ко-

лебательных нагрузок в такой системе, с учетом принятых допуще-

ний, не вызывает затруднений и может быть проведен на основании 

методик, рассмотренных выше. Поэтому первоочередное значение 

имеет вопрос выяснения влияния указанных функций на достовер-

ность результатов расчета, а также выделения областей параметров, в 

которых данные допущения приводят к существенным ошибкам. 

«Система уравнений для анализа колебательных нагрузок редук-

торного электропривода, при параметрических возмущениях с двух-

контурной системой подчиненного регулирования» [33] имеет вид: 
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Выражение для  вfА  
12

 запишется так: 
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где TаТ т0 ; TaaT тсс  ; 


1
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J
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 ; яэ ТТ  . 

Расчеты показывают (рис. 105), что принятые допущения не 

приводят к значительным ошибкам лишь при малых значениях T

 = 0,01 – 0,05 с и частоте 12, не превышающей значений 20 1/с. При 

больших значениях T  > 0,05 с и Ω12 > 20 1/c расчеты, с учетом при-

нятых допущений, приводят к значительным ошибкам. Поэтому, в 

указанной области параметров, «анализ колебательных нагрузок 

необходимо проводить на основании исходных уравнений 

(8.18)» [33]. 

Расхождения обусловлены тем, что при больших Т  и 12 

демпфирование колебаний обусловлено в основном наличием внут-

ренней связи по ЭДС двигателя и определяется параметрами разо-

мкнутой части ЭМС, вследствие значительной инерционности конту-

ра регулирования, выступающей в качестве фильтра низкой частоты. 

Следовательно, неучет внутренней связи по ЭДС при больших Т  и 

12, при определении демпфирующей способности ЭП, недопустим. 

«Зависимости   ТfА
м.


12

 (рис. 104) показывают, что опти-

мальное демпфирование в однократно-интегрирующей системе при 

Ω12 > 10 1/c имеет место при Т  = 0,01 c» [33] или ее незначительном 

увеличении. 
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а) 

 
б) 

Рис. 105. Зависимости   ТfА
м.


12

 (а),   ТааfА тсм.


12
 (б) 

 

При данном Т  варьирование ас выявляет минимум колебатель-

ных нагрузок. Варьирование ас приводит к положительным результа-

там лишь при 3012   1/с, где выбор ас > 2 может привести к сниже-

нию 
м.

А
12  в сравнении с ас = 2. 
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8.4 Методы синтеза и выбора параметров ЭМС  

с упругими связями, обеспечивающих оптимизацию  

демпфирующих свойств электропривода  

  

Анализ публикаций, посвященных исследованию ЭМС с упруги-

ми связями и методам оптимизации их параметров, показал, что 

наибольшее применение получили частотные методы [5, 21, 28, 31], ос-

нованные на распределении корней [16], и интегральные методы [30]. 

Поэтому, исходя из выводов и рекомендаций, приводимых в 

специальной литературе, материал монографии можно дополнить 

следующими положениями. 

В [5] приводятся соотношения параметров ЭМС, при которых 

упругостью можно пренебречь и использовать настройки регулято-

ров, соответствующих жесткой системе 
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Так как демпфирование, вносимое приводом, определяется 

внутренней обратной связью по ЭДС двигателя, то при незначитель-

ном влиянии этой связи демпфированием, вносимым электроприво-

дом, можно пренебречь, и расчет параметров РТ проводить без учета 

упругости в соответствии с (8.20). В [5] приводятся соотношения па-

раметров, при которых упругостью можно пренебречь: 

а) при соотношении инерционных масс  ≤ 1,2. 

Контур момента (тока). При настройке контура тока на ТО с 

компенсацией Тя передаточная функция ПИ-регулятора (РТ) в жест-

кой системе примет вид 
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б) при частоте собственных колебаний МЧЭП значительно вы-

ше частоты пропускания ЭМС  12мТ , где   21 JJТм  – 

электромеханическая постоянная в разомкнутой системе; 

в) при высоком быстродействии контура тока, когда колебания 

скорости ω1 не приводят к колебаниям тока (момента), ттм ТаТ  10 , 

где Тμт  – сумма малых некомпенсируемых постоянных времени в кон-

туре тока; ат – коэффициент демпфирования контура. 

usr11779
Записка
точку после 4
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Сохранение демпфирования «при низких частотах Ω12 < 100 1/с 

при типовой настройке контура тока на ТО достигается при умень-
шении быстродействия контура» [23] – выборе ат > 2, который, со-
гласно рекомендациям [2, 7], определяется соотношением (8.22). 
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.               (8.22) 

 

«Однако необходимо проверить, не снижается ли при больших 
ат динамическая точность регулирования тока (момента)» [23]. 

Контур скорости. Согласно [5], пренебречь влиянием упруго-
сти при оптимизации контура скорости на ТО можно при соотноше-
нии параметров, когда:  

а) значение  < 1,2; 
б) частота собственных колебаний механической части ЭМС го-

раздо больше полосы частот пропускания контура, когда условия б и 

в для контура тока выполняются и  12 сТ , где сТ    – суммарная 

некомпенсируемая постоянная контура скорости; 
в) быстродействие контура скорости настолько велико, что низ-

кочастотные колебания момента двигателя не приводят к колебаниям 
скорости, имеет место при выполнении условий б и в для контура то-

ка и 
12 41   Т с

. 

«Задачей коррекции контура скорости является получение его 
наибольшего быстродействия при удовлетворительном подавлении 
упругих колебаний. В качестве регулятора скорости (PC) в зависимо-
сти от требований статики и динамики могут быть применены» [23] 
пропорциональный (П) или пропорционально-интегральный (ПИ) PC. 
В первом варианте передаточная функция PC в жесткой системе бу-
дет следующая: 

 

 
 

ссяос

мот
рсрс

ТаRК

ТКФK
KpW




2

,    (8.23) 
во втором 

 

 
рТ

ТКФК

RK

рТ
pW

с

мот

яос

с
рс

2

2
8

14














,    (8.24) 
 

где  ас – «коэффициент демпфирования контура скорости» [33]. 
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Для случая, когда 
12  1 сТ

 (собственная частота колебаний 

механической части больше полосы частот пропускания ЭМС), реа-

лизация демпфирующей способности достигается уменьшением сТ   , 

при этом, согласно [5], ее величину определяет соотношение 
 

  Т с 12  . 
 

А так как в рассматриваемой области частот характеристики 
контуров, настроенных на ТО и СО, совпадают, сказанное справедли-
во для обоих случаев настройки контуров. 

В случае, когда 
12  1 сТ

 (высокое быстродействие контура 

скорости), для проявления демпфирования необходимо увеличивать 

сТ   , что при данной некомпенсируемой постоянной в контуре мож-

но достичь уменьшением коэффициента усиления PC в  раз. Однако 
такая настройка ведет к снижению быстродействия. 

Для повышения быстродействия при больших  и подавления 

колебаний при малых  используются последовательная или парал-
лельная коррекция. 

При больших  > 10 быстродействие можно повысить за счет 
применения PC с передаточной функцией [5]. 
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где  Т р 121    ;  Т р 122 1  . 

Быстродействие в этом случае повышается примерно в  раз в 
сравнении со случаем пропорционального PC. 

«Другой распространенный способ коррекции при больших  – 
использование узкополосного фильтра, настроенного на частоту Ω12 и 
включенного на выход PC» [5, 6]. Недостатком такого решения явля-
ется необходимость «острой настройки фильтра и высокая чувстви-
тельность системы к изменению параметров» [23]. 

«В случае малых  добиться эффективного демпфирования ко-
лебаний в результате выбора структуры и параметров PC невозмож-
но. Здесь наиболее эффективно использование обратных связей по 
скорости ω2» [23] исполнительного органа механизма. 

Введение обратной связи по производной от ω2   pTpW осос 11 

приводит к эффекту, эквивалентному увеличению , т. е. J2, что обес-



248 
 

печивает получение плавных переходных процессов. Положительный 
эффект может быть получен и при введении обратной связи по вто-

рой производной от ω2   22

11 pTpW осос  . Однако двукратное диффе-

ренцирование на практике трудно реализуемо из-за наличия пульса-
ций датчика скорости. Аналогичный результат дает обратная связь по 
разности скоростей ω1 и приведенной к валу двигателя ω2 

    ососос KpWpW  21 . 

«Наиболее эффективного ограничения упругих колебаний, по 

сравнению с рассмотренными пассивными способами демпфирования, 

можно достигнуть, при наличии информации о динамических нагруз-

ках передач, в системах с активным демпфированием» [42, 43]. Однако 

«при практической реализации таких систем возникает ряд технических 

трудностей, связанных с необходимостью применения надежных доро-

гостоящих датчиков измерения усилий» [23], быстродействующих си-

стем с повышенной перегрузочной способностью и реализацией в си-

стеме управления дополнительных контуров обратных связей. 

Получение информации о труднодоступных для измерения ве-

личинах ω2 и M12 осуществляется в наблюдающих устройствах (НУ) 

или наблюдателях. Наблюдающее устройство выполняет «функцию 

идентификации всего объекта управления или его части и представ-

ляет собой его математическую модель» [23]. 

Наблюдающие устройства являются неотъемлемой частью си-

стем модального управления, при котором объект управления замыка-

ется обратными связями по всем координатам (переменным состоя-

ния), характеризующим его состояние в любой момент времени. В 

этом случае, при соответствующих коэффициентах обратных связей, 

можно получить желаемые показатели регулирования выходных ко-

ординат ЭМС. 

Функциональная схема системы модального управления скоро-

стью с подчиненным контуром регулирования тока замкнутой по век-

тору состояния [ 1 , 12М , 2 ] показана на рис. 106. 

Здесь токовый контур замкнут через РТ. Блок ограничения (БО) 

определяет стопорный ток двигателя. В режимах малых отклонений 

его коэффициент усиления равен единице. При доступных для изме-

рения скорости ω1 и тока iя в наблюдателе определяются значения 

12М̂ , 12̂ , подаваемые на вход модального регулятора (МР). Коэффи-

циенты обратных связей МР K1, K2, К3 определяются на основании 

приравнивания правых частей характеристического полинома объек-
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та управления (ОУ), замкнутого МР, и характеристического полино-

ма, определяющего желаемый характер распределения корней. В ре-

жимах больших отклонений при работе БО в зоне насыщения обрат-

ные связи разрываются, и наличие упругости может привести к воз-

никновению колебаний скоростей ω1 и ω2. Для исключения насыще-

ния БО в переходных режимах на вход системы устанавливается за-

датчик интенсивности. 
 

 

Рис. 106. Структура двухмассовой системы электропривода 

постоянного тока с модальным регулятором 

 

К достоинствам модального управления можно отнести: 

 возможность получения любого демпфирования и быстродей-

ствия в «малом» в линейных системах ЭП;  

 робастность системы управления;  

 простоту синтеза сложных линейных систем. 

Недостатки модального управления: желаемый характер пере-

ходных процессов достижим при малых отклонениях; большое число 

измеряемых координат, т. е. повышенная потребность в датчиках. 

Следовательно, за счет рационального выбора структуры систе-

мы «управления и параметров электрической и механической части 

удается значительно снизить или полностью устранить негативное 

влияние упругих механических связей, зазоров кинематической цепи 

и параметрических возмущений на работу ЭМС» [23], что способ-

ствует повышению точности регулирования, надежности и дол-

говечности работы машины и механизмов технологического обору-

дования.  
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9. ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ 

ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

9.1. Экспериментальное исследование 

динамических режимов редукторного электропривода 

 

Основные теоретические положения, практические рекоменда-

ции и выводы, задекларированные в монографии, подтверждают экс-

периментальные исследования ЭМС электропривода поворота экска-

ватора ЭШ-15/90 карьера «Сиргала» производственного объединения 

«Эстонсланец». На экскаваторе промышленные испытания различ-

ных схем тиристорного электропривода поворота проводились бри-

гадой кафедры АЭП МЭИ и треста «Энергоуголь» при непосред-

ственном участии автора. 

С целью выявления динамических нагрузок электропривода по-

ворота были сняты осциллограммы переходных процессов пуска, ре-

верса и торможения, при положении ковша у пяты стрелы, с целью 

исключения его раскачивания и получения наиболее наглядной кар-

тины резонансных явлений. Запись момента осуществлялась с помо-

щью полупроводниковых тензодатчиков, наклеенных на вал шестер-

ню. Тарировка тензодатчиков проводилась методом встречного 

включения двигателей при стопорном токе якоря. 

Кинематическая схема механизма поворота экскаватора 

ЭШ-15/90 представлена на рис. 107. Технические данные редуктора 

механизма поворота приведены в табл. 16. 
 

 

 

Рис. 107. Кинематическая схема механизма поворота  

экскаватора ЭШ-15/90 
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Таблица 16 

Параметры редуктора поворота 

Ступень m Z1 Z2 i0.ст 

Первая ступень редуктора 10 25 130 5,200 

Вторая ступень редуктора 16 19 87 4,580 

Третья ступень редуктора 26 23 48 2,085 

Венцовое зацепление 50 10 176 17,600 

Суммарное передаточное число редуктора i0∑ = 49,6 

Передаточное число механизма поворота i0 = 874 

 

При выборе расчетной схемы механизма учитывалось, что 

инерционные массы редукторов при приведении их к валу двигате-

лей малы по сравнению с моментом инерции двигателя и тормозно-

го шкива. В то же время податливости валов редукторов достаточно 

велики, а податливости зацепления пренебрежимо малы. Сказанное 

дает основание заменить каждый двигатель с редуктором, включая 

выходной вал – шестерню, суммарным приведенным моментом 

инерции J1, связанным с венцовой шестерней через приведенную 

жесткость С12. 

Источником возмущений в механизме поворота является зацеп-

ление последней зубчатой пары ведущей шестерни с зубчатым вен-

цом. Характерной особенностью механизма поворота ЭШ-15/90 явля-

ется то, что редукторы расставлены таким образом, что возмущения 

со стороны выходного вала являются противофазными. Иными сло-

вами, редукторы установлены так, что между ведущими шестернями 

укладывается целое число шагов плюс полшага. В этом случае имеют 

место противофазные возмущения. При противофазных колебаниях 

двигателей колебательные составляющие нагрузки валопроводов 

уравновешиваются на зубчатом венце, и на платформу не передают-

ся. Поэтому можно рассматривать движение каждого двигателя по 

отношению к колебаниям резонансного характера вне зависимости 

друг от друга, то есть представить двухдвигательный привод поворо-

та эквивалентным однодвигательным. С учетом сказанного двухдви-

гательный привод представляем «двухмассовой эквивалентной рас-

четной схемой (рис. 108), где J2 – приведенный момент инерции 

платформы» [33], стрелы и ковша. 
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Рис. 108. Расчетная схема электропривода поворота 

 

Двигатели поворота имеют следующие технические данные: 

тип МПЭВ-60/29, Рн = 350 кВт, Uн = 450 В, Iн = 840 A, 

nн = 1260 об/мин; 2р = 6, J1 = 32,7 кгм2, Rя = 0,01272 Ом. Индуктив-

ность якорной цепи определялась по приближенной формуле Уман-

ского – Линвилля [16]. 
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Были проведены испытания трех схем электропривода, имею-

щих существенно различные демпфирующие свойства по отношению 

к колебаниям резонансного характера, обусловленным параметриче-

скими возмущениями. 

Первая схема представляет собой схему поочередного управле-

ния вентильными преобразователями подчиненного регулирования 

тока при последовательном соединении якорных цепей двигателей. 

Принципиальная схема силовой части электропривода приведена на 

рис. 109. В силу указанной выше особенности – противофазности 

возмущающих воздействий – демпфирование механических колеба-

ний электропривода в такой системе отсутствуют полностью. Здесь 
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колебание скоростей 1 и 2 совершаются в противофазе друг к дру-

гу, сумма их противофазных колебаний ЭДС остается неизменной, а 

следовательно, в силу указанных причин демпфирование колебаний 

приводом отсутствует полностью и складываются условия для 

наиболее опасных проявлений резонанса. Величина амплитуд резо-

нансных колебаний в данной схеме ограничивается наличием есте-

ственного механического демпфирования. По данным эксперимента, 

«механическое демпфирование обеспечивает затухание колебаний с 

λ = 0,2» [33]. «Величину резонансных амплитуд можно подсчитать 

согласно выражению   /
.12 м

А 15,7» [14]. 

 

 

Рис. 109. Схема последовательного соединения двигателей 

 

Приняв в качестве допстопб JММ  , получим следующее 

выражение для величины расчетного возмущающего момента: 
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где  1JJ . 

Частота зубцовых пульсаций вмех z  , следовательно 
 

вmaxв
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z

i

z

i 002 
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В результате выражение для определения Δμ примет вид 
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где 1Jm/J   ; 

m – число приводных двигателей. 

Входящие в выражение (9.2) параметры, применительно к элек-

троприводу поворота ЭШ-15/90, имеют следующие значения: 

доп =10 1/с2,  = 10, 0 = 10 1/с, i0 = 874, Zв = 176, iм = 0,075. Расчет-

ное значение, полученное по (9.2), составляет μв = 0,375. 

Зависимости  вfА
гр.м.

 
12

 (рис. 100) показывают, что при 

данном 715
12

,А
л.м.

  и ср = 1,0 имеют место колебания с зазорообра-

зованиями. Сравнительные данные о величине амплитуд колебаний 

М12, полученных на основании эксперимента (осциллограмма 

рис. 110) и при расчетах с использованием метода гармонической ли-

неаризации, приведены в табл. 17. 
 

 
 

Рис. 110. Осциллограмма переходного процесса  

при последовательном соединении двигателей 
 

Таблица 17 
Расчетные и экспериментальные значения а~ 

Амплитуды Расчет Эксперимент 

в~ м.
Aа  

12
 – движение в сторону увеличения частоты 2,46 1,56 

в~ м.
Aа  

12
 – движение в сторону уменьшения частоты 3,82 2,46 
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Расхождение в определении расчетных значений в сторону за-

вышения до 60% по сравнению с экспериментом обусловлено не 

только погрешностями метода гармонической линеаризации, но и тем 

обстоятельством, что при эксперименте имеет место переходный па-

раметрический резонанс, и амплитуды колебаний не достигают своих 

установившихся значений. Осциллограмма (рис. 110) показывает 

также «на наличие резонансных колебаний в зоне субгармонического 

резонанса. Здесь развитие субгармонического резонанса при большой 

средней нагрузке передач ср  = 1,0 обусловлено наличием значитель-

ных колебаний М12 при вхождении привода в зону субгармоническо-

го резонанса. В отличие от колебаний на главном резонансе они раз-

виваются менее интенсивно. Видны основные особенности, вноси-

мые наличием люфтов в кинематической цепи. При движении в сто-

рону уменьшения частоты (режим торможения) реализуются гораздо 

большие амплитуды колебаний» [33] с затягиванием последних в 

сторону существенно меньших частот. 

Для схемы индивидуального питания основные технические дан-

ные установленного электрооборудования и расчетные параметры эк-

вивалентной схемы электропривода поворота приведены на рис. 111. 
 

 
Рис. 111. Схема параллельного соединения двигателей 

 

1. Анодный силовой трансформатор: Sн = 380 кВа, U1н = 6000 B, 

U2н = 300 B, I1н = 36,6 A, I2н = 133 A, Uк% = 8%. 
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2. Сглаживающий дроссель ФРОС-1000/0,5Т: L = 1,510-3 Гн, 

R = 0,036 Ом, I = 120 А, f = 50 Гц. 

Расчет индуктивного сопротивления и индуктивности фазы 

трансформатора, коммутационного сопротивления, суммарного со-

противления и индуктивности якорной цепи, а также электромагнит-

ной и электромеханической постоянных времени электропривода 

проводился на основании формул: 
 

3100 2

2

н

нк
фa

I

U%U
ZX  ; 

12 f

Х
L а

тр.ф


 ; 
2

mX
R a

к  ; сдкдяя RRRR   ; 

сдтр.фядя LLLL  ; 



я

я
э

R

L
T ; 

 2

1

КФ

RJ
Т я

м
 . 

 

Численные значения указанных величин равны: 

Ха = 0,019 Ом, Lф.тр = 0,0000605 Гн, Rк = 0,0181 Ом, Rя = 0,035, 

Lя = 0,001975 Гн, Тэ = 0,057 с, Тм = 0,103 с. 

Расчетные зависимости   TаfА тм.


12
, полученные на основа-

нии (8.15) для данной системы, которая при пуске и торможении 

представляет собой систему подчиненного регулирования тока (мо-

мента) двигателя, представлены на рис. 112. Анализ зависимостей 

(рис. 112) показывает, что увеличение атT > 0,1 с с целью снижения 

колебательных нагрузок не имеет смысла. В то же время оптимизация 

контура тока на «технический оптимум» приводит к существенному 

ослаблению демпфирующих свойств электропривода. При экспери-

ментальных исследованиях проводилось варьирование атT в широ-

ких пределах от 0,065 до 0,5 с.  

На рис. 113 приведены осциллограммы переходного параметри-

ческого резонанса в системе индивидуального электропривода при 

различных значениях атT. Сравнение расчетных значений амплитуд 

упругого момента  
м

Aа
.12~

 и экспериментальных данных 

(рис. 112) указывает на их хорошие совпадения. 

В схеме параллельного соединения якорных цепей двигателей 

(рис. 114) при симметричных противофазных возмущениях парал-

лельно включенные якорные цепи двигателей образуют контур (пока-

занный штриховой линией), в котором и замыкаются переменные со-

ставляющие токов, минуя якорь генератора. Демпфирующие свойства 

контура определяются эквивалентными постоянными времени: 
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дя
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R

L
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 ; яТ  =0,0278 с; 
 2

1

КФ

RJ
Т яд

м  ; мТ  =0,0372 с. 

 

 

 

Рис. 112. Зависимости   TаfА тм.


12
,  Tafа т~    

в схеме индивидуального питания двигателей 
 

Для схемы рис. 114 выражение АЧХ, отражающее влияние 

жесткости механических характеристик контура демпфирования на 

величину резонансных амплитуд упругого момента, когда при изме-

нении β от 0 до ∞ произведение ТэТм1 остается постоянным (варьиро-

вание яR ), примет вид 
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(9.3) 

 

где Тэ0, Тм1.0 – «значения постоянных времени, соответствующих ис-

ходным параметрам системы электропривода» [33]; 

0 отн  – «относительная жесткость статической механиче-

ской характеристики» [33]; 

β0 – жесткость статической механической характеристики, соот-

ветствующая исходным параметрам электропривода. 
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атT = 0,0625 с 

 
атT = 0,125 с 

 
атT = 0,165 с 

 
атT = 0,25 с 

 
атT = 0,315 с 

 
атT = 0,5 с 

Рис. 113. Осциллограммы переходных процессов  

в системе индивидуального питания 
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Рис. 114. Схема параллельного соединения двигателей 

 

Построенные на основании (9.3) зависимости  отн/fА
м.

 1
12

  

(рис. 115) показывают, что при естественных параметрах электропри-

вода демпфирование колебаний близко к оптимальному. Экспери-

ментально определенные динамические нагрузки (осциллограмма 

рис. 116) хорошо совпадают с расчетными. 
 

 

Рис. 115. Зависимости  отн/fА
м.

 1
12

   

в схеме параллельного соединения двигателей  
 

 
Рис. 116. Осциллограммы переходного процесса  

при параллельном соединении двигателей 
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Фактические значения параметров электропривода при экспери-

менте эм = 0,114, Тм1 = 0,0372 с, Тэ = 0,027 близки к расчетным. 
Приведенный «экспериментальный материал подтверждает досто-

верность разработанных методов анализа колебательных нагрузок, а 
также выявления возможности увеличения демпфирующих способно-
стей электропривода для их снижения» [33], с помощью предложенного 
в работе энергетического метода. Эксперимент также подтверждает ос-
новные теоретические положения работы, отражающие особенности ре-
зонансных явлений в зонах главного и субгармонического резонансов и 
влияния на них нелинейностей, связанных с наличием зазоров кинема-
тических цепей. 

 

9.2. Исследование динамических режимов  

электропривода трамбовки 
 

«В качестве примера механизма с возвратно-поступательным дви-
жением РО при наличии упругих связей в работе приводятся особенно-
сти построения модели электромеханической системы и результаты ис-
следования на ней динамических режимов трамбовки ИЭ-4502А» [33]. 

«Трамбовка предназначена для уплотнения грунта при засыпке 
траншей, подготовке основания под здания и сооружения, строительстве 
оросительных каналов. В состав электромеханической системы трам-
бовки входят: асинхронный электропривод, кривошипный механизм, 
преобразующий вращательное движение ротора АД в возврат-
но-поступательное трамбовочного башмака, и пружинный ударный ме-
ханизм. При работе преобразовательного механизма шток кривошипа 
воздействует на торцовую поверхность рабочей пружины, жестко свя-
занную с трамбующим башмаком, вызывая периодические колебания 
трамбующего башмака и удары его по грунтовому основанию» [33]. 

Технические характеристики трамбовки ИЭ-4502А: 
Частота ударов, с-1  9,3 
Производительность на грунтах, м3/ч: 

– связного  
– несвязного 

 
18 
27 

Размах колебаний трамбующего башмака, м 0,03 
Жесткость пружины, н/м  1,2·105 

Передаточное число редуктора i0  5 
Тип электродвигателя АН 
Номинальная мощность, кт  1,6 
Синхронная частота вращения, с-1  314 
Режим работы Продолжительный 
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Расчетная схема механизма трамбовки приведена на рис. 117а. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 117. Исходная (а) и приведенная (б) расчетные схемы трамбовки 
 

«Для приведенной расчетной схемы рис. 115б для составления 

уравнений движения механической части на основании уравнений 

Лагранжа запишем выражения, отражающие запас кинетической, по-

тенциальной энергии и функции Релея» [33] 
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С учетом (4.15) «уравнения, описывающие движение приведен-

ной расчетной схемы при работе АД на линейном участке механиче-

ской характеристики при замене дифференцирования по углу диффе-

ренцированием по времени, примут вид» [33]: 
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 (9.4) 
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где    322
2

223 sin   tRCtМ ;   tRСtС 2
22

223 sin  ;  

   322
22

2.2. sin   tRtМ втвт ;   tmRtJ 2
22

3 sin  ;  

  tsinRFtM сс 23  . 

«Для перехода к двухмассовой расчетной схеме рис. 43в выра-

жения для Wк, Wп , Wр примут вид» [33]: 
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«Уравнения, описывающие движение приведенной двухмассо-

вой расчетной схемы рис. 43в при 03  , запишутся в виде» [33]: 
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(9.5) 

 

 

«Однако полученная система вследствие наличия в четвертом 

уравнении упругого момента от периодического коэффициента 

tsin 2
2   при нулевых начальных условиях не имеет решения. При-

ближенное решение такой системы возможно при замене коэффици-

ента жесткости С2(φ2) его средним значением С2R2 / 2» [33]. 

«Для исходной расчетной схемы (рис. 117) выражения, отража-

ющие запас кинетической, потенциальной энергии, и функция Релея 

примут вид» [33]: 
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«В качестве независимых обобщенных координат приняты угол 

поворота кривошипа φ2 и перемещение массы S2. В соответствии с 

(4.15) уравнения, описывающее движение системы, запишутся» [33]: 
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     (9.6) 

 

«В машинах ударного действия с возвратно-поступательным 

движением РО при работе их в резонансных режимах можно суще-

ственно повысить производительность машин СММ при одновре-

менном снижении энергозатрат, установленной мощности двигателя 

и его перегрузочной способности. При работе машин в резонансном 

режиме потенциальная энергия упругих элементов обеспечивает реа-

лизацию дополнительных усилий на РО». 

«На рис. 118 и 119 приведены зависимости  tf2 ,  tf2V , 

 tfM   и  tfFу  , отражающие частотный пуск, и установившиеся 

режимы работы электропривода трамбовки, снятые на модели при 

расчетах на ЭВМ с учетом жесткости пружины С2 (рис. 118) и С2 = ∞ 

(рис. 119). Анализ зависимостей рис. 118 и рис. 119 показывает, что 

параметры механической части и электропривода не обеспечивают ра-

боты в резонансном режиме при параметрическом возбуждении коле-

баний в кривошипном механизме» [33].  

«Частота установившихся колебаний больше в 1,16 раза резо-

нансных и, тем не менее, работа электропривода вблизи резонанса 

позволяет повысить максимальные усилия в трамбующем башмаке в 

1,15 раза при снижении момента двигателя в 1,25 раза по сравнению с 

системой с жесткими механическими связями» [33]. 

«Можно указать два возможных пути реализации резонансных 

режимов – по каналам управления и внешнего возмущения» [33]. 
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Рис. 118. Переходные и установившиеся режимы электропривода 

трамбовки при наличии в кинематической цепи упругого элемента 
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Рис. 119. Переходные и установившиеся режимы электропривода 

трамбовки при жестких механических связях 
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«В первом случае в управляющем воздействии должна присут-

ствовать гармоническая составляющая с частотой собственных ко-

лебаний механической части, а система управления – обеспечивать 

амплитуды колебаний при резонансе допустимыми значениями. Во 

втором случае резонансный режим определяется частотой возмуще-

ний. Первый вариант реализации резонансного режима требует при-

менения регулируемого электропривода. В машинах с нерегулируе-

мым приводом наиболее предпочтителен второй вариант реализации 

резонансного режима, так как параметрические возмущения имеют 

регулярный циклический характер. В данном случае соответствую-

щим выбором параметров механической части можно обеспечить 

его работу в зоне резонансного режима на установившейся скорости, 

а выбором параметров, обеспечивающих реализацию демпфирую-

щих свойств, ограничить амплитуды колебаний допустимыми зна-

чениями, что позволяет повысить производительность при сохране-

нии ресурса и допустимого уровня вибробезопасности работы ма-

шин СММ» [33]. 

«Экспериментальный материал подтверждает достоверность 

разработанных методов анализа колебательных нагрузок, а также вы-

явления возможности увеличения демпфирующей способности элек-

тропривода для их снижения» [33] при использовании для расчета 

параметров электропривода предложенного автором энергетического 

метода. Данные эксперимента также подтверждают положения рабо-

ты об особенностях развития резонансных явлений при параметриче-

ском возбуждении колебаний «в зонах главного, гармонического и 

субгармонического резонансов и особенностей, вносимых наличием 

зазоров кинематической цепи» [33].  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Электромеханические системы электропривода, электрическая и 

механическая часть которых находятся в тесной взаимосвязи, играют 

решающую роль в механизации и автоматизации производственных 

процессов, во всех областях сферы человеческой деятельности, так как 

являются в настоящее время основными исполнительными энергетиче-

скими элементами систем комплексной механизации и автоматизации.  

Механическая часть ЭМС имеет «разветвленную инерционную 

структуру с упругими механическими связями, зазорами в кинемати-

ческой цепи, что при наличии» [33] внешних и внутренних (парамет-

рических) возмущений предопределяет возникновение механических 

колебаний. Эти колебания отрицательно влияют на работу машин и 

механизмов, ухудшая их управляемость в технологических процес-

сах, снижают точность регулирования, способствуют значительному 

возрастанию динамических нагрузок механических передач, а также 

весьма нежелательных резонансных явлений и приводят к снижению 

надежности и ресурса их работы. Исследование динамических режи-

мов ЭМС с учетом основных факторов, свойственных их механиче-

ской и электрической части, позволяет уже на стадии проектирования 

выбрать рациональную систему управления, оценить динамические 

нагрузки, точностные и энергетические показатели регулирования и 

предусмотреть меры, обеспечивающие поддержание требуемых регу-

лировочных и демпфирующих свойств при эксплуатации. Выбор 

структуры и параметров ЭМС, основанный на анализе динамических 

режимов, одновременно решает проблему повышения надежности, 

причем наиболее экономичным способом – только за счет выбора 

схемы и параметров. 

Главное внимание при изложении материала монографии уделе-

но изложению общих задач, имеющих принципиальное значение при 

исследовании динамических режимов ЭМС: 

 разработка методик расчета параметров, составления и упро-

щения расчетных схем, их математического описания и структурных 

схем ЭМС; 

 обоснование представления электропривода обобщенной ди-

намической характеристикой, к которой «при принятых в инженер-

ной практике допущениях, может быть сведено большое количество 

разомкнутых и замкнутых систем электроприводов постоянного и пе-

ременного тока» [33]; 
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 «анализ динамических нагрузок в установившихся динамиче-

ских и переходных режимах ЭМС, с учетом упругих связей и зазоров 

в механическом оборудовании, при внешних и параметрических воз-

мущениях, связанных с непостоянством передаточного числа и ради-

уса приведения» [33]; 

 рассмотрение возможностей и определение областей парамет-

ров, в которых возможна «линеаризация нелинейных систем при па-

раметрических возмущениях» [33]; 

 разработка «энергетического метода синтеза параметров ЭМС 

с упругой механической связью, на основании которого получены 

аналитические соотношения для определения оптимальных значений 

обобщенных параметров νэм, Тм, Тэ» [33], обеспечивающих макси-

мальные демпфирующие свойства электропривода при внешних и 

параметрических возмущениях, и на его основе – инженерная мето-

дика поэтапной оптимизации; 

 подтверждение основных теоретических положений и выво-

дов работы промышленными испытаниями ЭМС электроприводов – 

поворота экскаватора ЭШ-15/90, подтвержденного «параметрически-

ми возмущениями, обусловленными погрешностями передаточного 

числа и ЭМС трамбовки с непостоянством радиуса приведения» [33]. 

Книга рассчитана на инженерно-технических работников, зани-

мающихся проектированием, исследованием и эксплуатацией ЭМС, и 

аспирантов. Материалы книги могут быть использованы для повы-

шения квалификации и переподготовки работников образования и 

промышленности в рамках послевузовского образования. 

Все пожелания и замечания по содержанию книги автор примет 

с благодарностью и просит направлять на электронную почту кафед-

ры электропривода и автоматизации промышленных установок Вят-

ского государственного университета (kaf_epiapu@vyatsu.ru). 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Применение методов теории автоматического управления 

при анализе динамических режимов 

в электромеханических системах 

 

П.1. Структурные схемы и правила их преобразования 

 

В теории автоматического управления для исследования дина-

мических режимов работы систем широко используются методы ма-

тематического описания с помощью структурных схем, составленных 

из типовых звеньев. Метод типовых звеньев основывается на том, что 

элементы, из которых состоит электромеханическая система, разли-

чают не по выполняемым ими функциям, а по их динамическим 

свойствам. Для удобства математического описания системы разби-

вают на звенья направленного действия. Звеном направленного дей-

ствия называется звено, передающее воздействие только в одном 

направлении с входа на выход, и изменение состояния такого звена 

не влияет на состояние предшествующего звена, работающего на 

входе. Математическое описание такого звена может быть составлено 

без учета связей его с другими звеньями. 

Каждое звено математически описывается зависимостью, связы-

вающей выходную и входную величины. Так, звено (рис. П.1а) пре-

образует входную величину x в выходную величину y. 
 

 
а) 

 
б) 

 

 
в) 

Рис. П. 1. Переходные (б) и импульсные (весовые) (в) функции звена (а) 
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Реакцию звена на скачок управляющего воздействия при нуле-

вых начальных условиях характеризуют соответствующие переход-

ная h(t) и импульсная (весовая) h' (t) функции. Последняя является 

производной от переходной функции.  

Переходная характеристика (функция) звена представляет собой 

реакцию на выходе звена, вызванную подачей на его вход единично-

го ступенчатого воздействия 1(t): 
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Импульсная переходная (весовая) функция представляет реак-

цию звена на единичный импульс. Единичный импульс или дель-

та-функция – это импульс, площадь которого равна единице при дли-

тельности, равной нулю, и высоте, равной бесконечности 
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(П.2) 

 

Примеры переходных и импульсных (весовых) функций некото-

рых простых звеньев приведены на рис. П. 1.  

Другой формой выражения входных и выходных величин, су-

щественно облегчающих исследование систем, описываемых диффе-

ренциальными уравнениями высокого порядка, являются методы 

операционного исчисления. Операционное исчисление основывается 

на преобразованиях Лапласа и Карсона – Хевисайда, позволяющих 

установить взаимно однозначное соответствие между функцией дей-

ствительного переменного f(t) (оригиналом) и функцией комплексно-

го переменного (изображением), отличающимися тем, что многим 

соотношениям и операциям над оригиналами f(t) соответствуют более 

простые соотношения и операции над их изображениями F(р). 

Преобразованной по Лапласу или просто преобразованной 

функцией называется функция 
 

   


 
0

dtetfpF pt
,            (П.3) 

 

где jbap   – комплексное число. 
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Соотношение (П. 3) между F(р) и функцией f(t) иногда записы-

вают в виде  
 

F(р) .=˙ f(t),      (П.4) 
 

где знак .=˙ называют знаком соответствия. 

Выполнение преобразований по Лапласу возможно при условии 

сходимости интеграла (П. 3). Большинство функций f(t), с которыми 

имеют дело в задачах электромеханики, практически удовлетворяют 

этому условию. По Лапласу, размерность оригинала не равна размер-

ности изображения. Например, изображение постоянной А равно А/р. 

Поэтому более удобным преобразованием следует считать пре-

образования по Карсону – Хевисайду: 
 

   


 
0

dtetfрpF pt
.           (П.5) 

 

Введение в выражение (П. 5) нормирующего множителя р обес-

печивает одинаковую размерность оригинала и изображения. 

Не вдаваясь в подробности математических выкладок, приве-

денных в специальной литературе [3], запишем изображения по Кар-

сону – Хевисайду некоторых функций: 
 

x(t) .=˙X(p); 
dt

dx
.=˙pX(p);    txtx 21  .=˙    pXpX 21  ; 

(П.6) 

 tkx .=˙ kX(p); 
n

n

dt

dx
.=˙pnX(p);    tdtx  .=˙

 
p

pX
. 

 

Из (П. 6) видно, что при такой записи уравнения для изображе-

ний получаются алгебраическими, т. е. более простыми, а операции 

дифференцирования и интегрирования оригинала соответствуют опе-

рациям умножения и деления изображения на р. 

Основной характеристикой звена (элемента или системы) явля-

ется дифференциальное уравнение, которое в общем виде можно за-

писать следующим образом: 
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1 ,   (П.7) 

 

где  x(t) и y(t) – зависимости входной и выходной величины от времени; 
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01 a...aa nn , ; mb...bb 10 , – коэффициенты, определяемые парамет-

рами системы. 

В результате перехода к изображениям по Карсону – Хевисайду 

уравнение (П. 7) примет вид 
 

   xpb...bbya...papa m
m

n
n

n
n  

 100
1

1 .     (П.8) 
 

Уравнение (П. 8) позволяет найти удобное описание динамиче-

ских свойств звена, устанавливающее связь между входной х и вы-

ходной y величинами. Выражение передаточной функции W(p) есть 

отношение операторного изображения выходного сигнала y(p) к опе-

раторному изображению входного сигнала х(p) при нулевых началь-

ных условиях. 

С учетом (П. 8) передаточная функция запишется 
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 .     (П.9) 

 

В результате разбиения системы на звенья направленного дей-

ствия и описания этих звеньев аналитически в виде уравнений, свя-

зывающих входные и выходные величины, составляется структурная 

схема системы, т. е. ее математическая модель в операторной форме 

записи. Структурная схема состоит из прямоугольников, изображаю-

щих звенья системы, и стрелок, соединяющих входы и выходы звень-

ев, согласно связям между ними. Стрелками показывают также внеш-

ние воздействия, приложенные к отдельным элементам системы. 

Обычно уравнение звена в виде передаточной функции записывается 

прямо внутри изображающего звено прямоугольника. 

Наиболее простой путь получения математического описания 

системы – это нахождение передаточной функции, связанное с заме-

ной соединения звеньев одним звеном с эквивалентной передаточной 

функцией Wэ(p). 

Различают три вида соединения звеньев: последовательное, па-

раллельное и параллельное с обратной связью. 

При последовательном соединении звеньев (рис. П. 2) переда-

точная функция Wэ(p) равна произведению передаточных функций 

отдельных звеньев 
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Рис. П. 2. Последовательное соединение звеньев 

 
Для параллельного соединения звеньев (рис. П. 3) передаточная 

функция равна сумме передаточных функций отдельных звеньев 
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Рис. П. 3. Параллельное соединение звеньев 

 
Параллельное соединение звеньев с обратной связью (рис. П. 4) 

характеризуется соединением выхода звена с его входом. Обратная 
связь положительна, если величина обратной связи хос складывается 
со входной величиной х (плюс у суммирующего элемента) или вычи-
тается из х (минус у суммирующего элемента). 

 

 

Рис. П. 4. Параллельное соединение звеньев с обратной связью 

 
Выражение передаточной функции замкнутой системы Wзам(p) 

имеет вид: 
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где      pWpWpWраз 21   – передаточная функция разомкнутой си-

стемы, т. е. цепочки из всех элементов системы, получающейся после 

разрыва обратной связи. 

Знак «минус» соответствует положительной обратной связи, а 

«плюс» – отрицательной. 

В общем случае электромеханические системы содержат произ-

вольное число связанных контуров. Для преобразования многокон-

турной схемы в эквивалентную руководствуются рядом правил – 

прежде всего, правилом замены групп последовательно и параллель-

но соединенных звеньев одним эквивалентным звеном. 

Когда связи перекрещиваются (нет чисто последовательного или 

параллельного соединения контуров), применяются следующие пра-

вила преобразования структурных схем, позволяющие свести схему к 

структурной схеме с неперекрещивающимися связями, к которой 

приемлемы соотношения (П. 10), (П. 11) и (П. 12). 

 

П. 1.1. Перенос входных задающих  

или возмущающих воздействий 

 

При переносе воздействия f со входа звена с передаточной 

функцией W2 на его выход между выходом W2 и воздействием добав-

ляется звено с передаточной функцией W2 обойденного звена  

(рис. П. 5а). При переносе воздействия f с выхода звена W1 на его 

вход (рис. П. 5б) между звеном W1 и воздействием f добавляется зве-

но с передаточной функцией 1/W1 с обратной передаточной функцией 

обойденного звена. 
 

 
Рис. П. 5. Перенос внешнего воздействия вперед (а) и назад (б) 
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П. 1.2. Перенос выходных величин 

 

Для переноса выходной величины звена W1 на выход звена W2 

между выходом W2 добавляется звено с обратной передаточной 

функцией обойденного звена 1/W2 (рис. П. 6а). При переносе выход-

ной величины на вход звена W1 добавляется звено с передаточной 

функцией обойденного звена W1 (рис. П. 6б). 

Аналогичные операции можно производить и с местом включе-

ния обратной связи (рис. П. 6в, г, д). 

 

 
Рис. П. 6. Перенос выходных величин вперед (а), назад (б) 

и места включения обратной связи (в, г, д) 
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Пример. Найдем эквивалентную передаточную функцию систе-

мы, изображенной на рис. П. 7а. Структурная схема содержит пере-

крестные связи, однако, если перенести узел b через звено W3 по 

направлению действия сигнала, то перейдем к структурной схеме, 

изображенной на рис. П. 7б. Заменив участок замкнутой системы, со-

стоящей из цепи прямой связи с передаточной функцией Wэ0 = W2∙W3 

и цепи обратной связи W4, на  432321 1 WWWWWWэ  , а участок с 

единичной обратной связью и звеном 1/W3 – на участок обратной свя-

зи с передаточной функцией     333 111 WWWWэ 2 , перейдем к 

структурной схеме (рис. П. 7в). Заменив в ней участок прямой цепи 

звеном Wэ3 =W1∙Wэ1 и учитывая положительную обратную связь, 

окончательно перейдем к структурной схеме (рис. П. 7г) с 

 233
1 ээээ WWWW  . 

 

 
а) 

 
б) 

 
 

в) г) 

 

Рис. П. 7. Исходная структура с перекрещивающейся связью (а),  

структура после переноса узла В через звено W3 (б),  

структура после эквивалентной замены звеньев W2, W3, W4 на Wэ2 (в),  

преобразованная структурная схема (г)  
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П. 2. Частотные характеристики 

 

Частотные характеристики описывают установившиеся вынуж-

денные колебания на выходе звена (системы), вызванные гармониче-

ским воздействием на входе. При подаче на вход звена гармоническо-

го воздействия 
 

  tj
maxmax extsinxtx     (П. 13) 

 

на выходе звена по окончании переходного процесса устанавливают-

ся гармонические колебания с той же частотой, но с другими ампли-

тудой и фазой (рис. П. 8) 

      tj
maxmax eytsinyty , 

 

где  – сдвиг по фазе между входными и выходными колебаниями. 
 

 

Рис. П. 8. Входная х и выходные у переменного звена 

 

При фиксированной амплитуде входных колебаний амплитуда и 

фаза колебаний на выходе зависит от частоты колебаний Ω. При из-

менении Ω от 0 до ∞ можно получить зависимости 
 

  maxmax хyА  ;     f , 
 

называемые, соответственно, амплитудно-частотной характеристикой 

(АЧХ) и фазо-частотной характеристикой (ФЧХ). 

Данные характеристики определяются из амплитудно-фазовой 

частотной характеристики (АФЧХ) W(jΩ), получаемой из передаточ-

ной функции W(р), при подстановке р = jΩ и выделении в ней дей-

ствительной U(Ω) и мнимой jV(Ω) части 
 

        jAejVUjW .   (П. 14) 
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Модуль этой функции представляет амплитудно-частотную ха-

рактеристику (рис. П. 9а) 
 

      22 VU
х

у
А

max

max ,   (П. 15) 

 

а аргумент (рис. П. 9б) 
 

 
 
 















U

V
arctg    (П. 16) 

 

– фазо-частотную характеристику. 
 

 
 

а) б) 
Рис. П. 9. Амплитудно-частотная (а) и фазо-частотная (б) характеристики 

 
АФЧХ для передаточной функции (П. 9) запишется в следую-

щем виде 
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АФЧХ можно изобразить в комплексной плоскости (рис. П. 9б), 
где действительная и мнимая частотные функции являются коорди-
натами АФЧХ. 

Как видно из рис. П. 9, по мере увеличения частоты у инерцион-
ных звеньев АЧХ по мере роста Ω спадает до нуля. Величина инер-
ционности звена определяет полосу пропускания, которая оценивается 
значением частоты, при котором амплитуда выходных колебаний па-
дает до 5% от амплитуды входных колебаний. 

Наличие максимума у АЧХ говорит о резонансных свойствах зве-
на. Частота, соответствующая максимуму АЧХ, называется резонансной. 
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Порядок получения частотных характеристик по передаточной 

функции звена следующий. Подставим в выражение для передаточ-

ной функции р = jΩ: 
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jW ,   (П.18) 

 

где R, Q – части, соответствующие комплексным величинам в чис-

лителе и знаменателе. 

После освобождения от мнимости в знаменателе (П. 18) домно-

жением числителя и знаменателя на сопряженное число получим 
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где   
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Соотношения (П. 20) и (П. 21) позволяют получить выражения 

для АЧХ и ФЧХ характеристик. 

Амплитудные и фазовые частотные характеристики принято 

строить в логарифмическом масштабе, при котором появляется воз-

можность упрощенно изображать АЧХ ломаными линиями. Второе 

удобство состоит в том, что в логарифмическом масштабе АЧХ це-

почки последовательно соединенных звеньев равна сумме АЧХ от-

дельных звеньев. 

По оси абсцисс откладывается lgΩ, а по оси ординат – величина 

L = 20 lgА, измеряемая в децибелах – десятых долях бела. Бел – это 

единица десятичного логарифма коэффициента усиления мощности 

сигнала, т. е. бел соответствует усилению мощности в 10 раз. 

Существует однозначная связь между А и L (табл. П. 1). 
 

Таблица П. 1 
А 0,001 0,01 0,1 1 1 10 100 1000 

L, дБ –60 –40 –20 0 0 20 40 60 
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ФЧХ строится в полулогарифмическом масштабе, так как фазо-

вый сдвиг цепочки звеньев является суммой фазовых сдвигов отдель-

ных ее звеньев. 

На оси абсцисс откладываются значения lg Ω либо значения са-

мой частоты Ω. В первом случае за единицу изменения частоты при-

нимается декада, соответствующая изменению частоты в 10 раз. 

В табл. П. 2 приведены уравнения, передаточные функции, вы-

ражения и вид переходных и весовых функций, а также частотных и 

логарифмических характеристик наиболее распространенных типов 

звеньев в составе электромеханических систем электропривода. 
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Для цепочки звеньев с известными логарифмическими частот-

ными характеристиками несложно построить результирующие харак-

теристики. Например, в цепочке из семи звеньев (рис. П. 10) с пере-

даточной функцией 
 

 
  

   1121

11

76
22

65

32






pTpTpTpTp

pTpTk
рW


.    (П.22) 

 

 
а) 

 
Рис. П. 10. Структурная схема системы, состоящей из последовательной цепи 

звеньев (а), ЛАЧХ отдельных звеньев (б), ЛАЧХ системы (в) 

 

Сомножителям звеньев вида (Тр + 1) соответствует точка излома 

Ω = 1/Т с наклоном +20 дБ/дек при сомножителе в числителе (форси-

рующие звенья) и –20 дБ/дек, если сомножитель в знаменателе (инер-

ционные звенья); сомножителю (Т2р2 + 2ξТр + 1) в знаменателе соответ-

ствует излом при Ω = 1/Т с наклоном –40 дБ/дек. Сомножителю К соот-

ветствует горизонтальная линия на уровне 20 lg Ω, а сомножителю р в 

знаменателе – прямая, проходящая с наклоном –20 дБ/дек. 

В теории автоматического управления установлена связь пока-

зателей регулирования с ЛАЧХ разомкнутого контура регулирования. 

р
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Для обеспечения требуемой точности и динамических показате-

лей регулирования ЛАЧХ разомкнутого контура должна иметь 

вполне определенный вид и параметры (рис. П. 11). 

 

 
а) б) 

Рис. П. 11. ЛАЧХ разомкнутого контура (а) и график переходного  

процесса изменения выходной величины (б) 
 

Низкочастотная часть ЛАЧХ определяет точность регулирова-

ния выходной координаты. Низкочастотная область определяется ко-

эффициентом усиления К и порядком астатизма системы ν. Если 

ν = 0, т. е. в разомкнутом контуре регулирования отсутствуют инте-

грирующие звенья, система регулирования является статической, при 

этом статическая ошибка регулирования определяется коэффициен-

том усиления контура. Для получения требуемой точности необхо-

димо предусмотреть коэффициент усиления, отвечающий условию 
 

допз.max yy К ,            (П. 23) 
 

где yз.max – заданное значение переменной; 

Δyдоп – допустимая ошибка регулирования. 

Для исключения статической ошибки по заданию необходимо, 

чтобы в контуре был интегрирующий элемент (ν = 1), но при этом 

будет иметь место динамическая ошибка, имеющая место при изме-

нениях задания. Увеличение порядка астатизма увеличивает значение 

комплексного коэффициента усиления в низкочастотной части и ди-

намическая точность регулирования возрастает. Динамические пока-

затели качества регулирования определяются среднечастотной 
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асимптотой ЛАЧХ  разL . Для получения достаточного запаса 

устойчивости необходимо, чтобы в районе частоты среза ср  был 

достаточно протяженный участок с наклоном –20 дБ/дек. Чем шире 

этот участок, тем выше на частоте среза запас по фазе Δ(Ωс) = – π – 

(Ωс), где (Ωс) – ФЧХ контура. От запаса по фазе на частоте среза 

зависят колебательность и перерегулирование (рис. П. 11б): 
 

  сустmax sinyy  11 .   (П. 24) 
 

Частота среза определяет быстродействие контура. С ней связа-

но время регулирования 
 

  сррt Ω1,5...2,0 ,    (П. 25) 
 

а также время максимума перерегулирования 
 

cрmaxt   .     (П. 26) 
 

На перерегулирование влияет ближайшая нижняя частота со-

пряжения Ω1н – по мере ее приближения к частоте среза запас по фазе 

Δ(Ωс) уменьшается и перерегулирование растет. Ближайшая к ча-

стоте среза верхняя частота сопряжения Ω1в и вся высокочастотная 

часть ЛАЧХ сказывается на начальном участке переходного процес-

са. Чем ближе Ω1в к частоте среза, тем больше показанный на рис. П. 

11б участок запаздывания изменения переменной у. 

Таким образом, требования к точности и динамическим показа-

телям контура регулирования определяют вид желаемой ЛАЧХ разо-

мкнутого контура. ЛАЧХ объекта регулирования переменной у.орL  и 

желаемая ЛАЧХ разомкнутого контура у.разL  позволяют определить 

при последовательной коррекции требуемую ЛАЧХ регулятора, вво-

димого в контур регулирования 
 

      у.ору.разу.р LLL .   (П. 27) 
 

Далее решается задача выбора схемы регулятора и его парамет-

ров. 
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